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Hoofdstuk 1

Deze inleiding heeft tot doel om een aantal begripsvormingen te be-
handelen die in alle delen van de wiskunde optreden.

Niet overal is naar volledigheid gestreefd; hier en daar is op een

enigszins populaire wijze aensluiting gezocht aan de kennis van de

schoolwiskunde.

De volgorde van de paragrafen is nogal willekeurig, en doet
misschien vreemds aan.Dat komt doordat de stof zich tot een aantal
af en toe los van elkaar staande zaken beperkt.

Er is geen serieuze poging gedaen om de grondslagen van de wis-
kunde te behandelen. Zo wordt niet gesproken over de eisen waaraan
in de wiskunde de axioma's, definities, stellingen en bewijzen moeten
voldoen. Evenmin wordt gepoogd een houdbare definitie van het begrip

"verzameling" te geven.

§1. Logica. Het is niet de bedoeling hier "de logica" te behandelen;
dat is een vak op zichzelf. Het is ook niet nodig; de hoeveelheid
logica die in de wiskunde dagelijks wordt gebruikt, is bij ieder
weldenkend mens aanwezig. Wij wijzen hier slechts op enkele punten,

en geven enkele belangrijke notaties.

Beweringen. We beschouwen allerlei beweringen, ook wel "volzinnen"
of Muitspraken" gencemd. Gemskshalve stellen we vask een bewering
voor door é&n hoofdletter.

Zo'n bewering kan evengoed een juiste als een onjuiste bewering
voorstellen. Voorbeeld: A = "242=4"; B = "3x6 < 7"

Ontkenning. Is B een bewering, dan is—B (spreek uit niet -B) de
notatie voor de ontkenning van B. Steeds is of B of=1B waar.
Voorbeeld— (2x2=k) betekent (2x2#h4).

Conjunctie. De uitsprask "A en B" (notatie A A B) is slechts waar als
A en B beide waar zijn.

v.b. A:a>b B:a<b AAB:a=h.
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Disjunctie. De uitsprask "A of B" (notatie A V B) betekent

1{{(m4a) A (—B)],

en is dus slechts waar als niet beide onwaar zijn. In de dagelijkse
spreektaal wordt "of" vask (en dan meestal beklemtoond) in uitsluitende

zin gebruikt: &&n van beide maar niet allebei. Als wij dat willen aanduiden,
zullen we de zinswending "of A, 8f B" gebruiken, maar we voeren dasr—

voor geen afzonderlijke notatie in.

Implicatie. De veel gebruikte formule A - B is een afkorting van de uit-
spraak (—jA) V B. We kunnen hem onder woorden brengen met "als A waar is,
dan is B ook waar of ook "Uit A volgt B".
A > B is waar in de volgende gevallen: A en B waar,

A onwaar en B waar, A onwasr en B onwaar

A ~ B is onwaar slechts als A waar en B onwaar.

Let op dat met deze beweringen niet wordt uitgesproken dat A waar is,

en ook niet dat B waar is.

In de wiskunde wordt de implicatie veel gebruikt om bepaalde eigen-
schappen af te leiden. Stel men wil bijvoorbeeld ven een getal g, waar-
ven zekere eigenschappen gegeven zijn, beﬁijzen dat het nul is. Men geeft
een indirect bewijs uit de onderstelling dat g # 0 is, leidt men met
behulp van de gegeven eigenschappen iets af dat kennelijk onjuist is,
bijvoorbeeld (g # 0) + (2 + 2 = 2), Uit het feit dat deze implicatie

Juist is volgt evenzeer dat g = 0,

Equivalentie. De beweringen A en B heten equivalent als het niet waar

is dat &&n van twee waar en de andere onwaar is, Notatie A«—B., Men
zegt vaak hiervoor "A geldt dan en slechts dan als B geldt., A+—=B is

dus alleen een ware bewering als A > B en B + A beide waar zijn.

Om in een bepaald geval A<—B te bewijzen, is het ook voldoende te
laten zien dat

&

A+ B en TA >»—IB
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Veelal maskt men de fout dst men A > B en B > —A bewijst en denkt

dat men dasarmee A+ B heeft bewezen.

Contrapositie van een implicatie, Is A > B dan is ook B =+ "14. De

laatste implicatie heet de contrapositie van de eerste, en is hiermede

gelijkwaardig. Op deze eigenschap berusten de bewijsmethoden "uit het
omgerijmde": om te bewijzen A > B bewijst men =B - —jA. Bovenstaand
bewijs met het getal g is hier ook een voorbeeld ven. I.h.a. is de gang
van zake bij zo'n bewijs als volgt: we moeten A bewijzen neem dus A aan.
Stel nu dat B niet geldt. Leid uit A en— B een tegensprask af. De

onderstelling dat B niet waar is was dus fout, zodat B wel geldt.

Omkering ven een implicatie. B - A heet de omkering van A - B, Soms is

de omkering ven een juiste implicatie ook nog waar en soms hiet. Het
is enigszins vaag om over de omkering van een stelling te spreken, want

een stelling heeft niet altijd het karskter van een eenvoudige implicatie.

Nodige en voldoende voorwaarden. Als A - B, dan zegt men vaak dat A een

voldoende voorwaarde voor B is. Is— A +—B dan heet A een nodige voor-
waarde voor B. Is A tegelijk nodig en voldoende voor B, dan zijn A en B

equivalent. Voorbeelden

g > 0 is nodig op dat & = 1 > 0 is, het is echter niet voldoende

g > 0 is voldoende opdat g€ + 1 > O is, het is echter niet nodig.

Quantoren. Laat B(x) een uitdrukking zijn waarin op een of meer plaatsen
de letter x optreedt. De letter x heet een variabele. Gemekshalve be-
perken we ons tot het substitueren van dingen van een nader afgesproken
soort, bijvoorbeelde de reéle getallen. B(x) is bijvoorbeeld een uit-

drukking zoals x > 3, x2

= b, X+ 2 x +1 = (x+1)2. In plaats van te
zeggen dat voor een zekere x de uitsprask B(x) waar is, zeggen we ook

wel, dat x aan B(x) voldoet. We gebruiken nu de formule

Vx (B(x))

&

om te beweren, dat voor elke x van de bedoelde soort B(x) waar is.
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V" heet de universele guantor en ook wel het &al-symbool. Even zo beweert

3 x (B(x))

dat er minstens &&n x is waarvoor B(x) juist is.

3 heet de existentile quantor, of het existentiesymbool.

Voorbeelden

vV ox (x2+1) >0

Vx [xP40x41 = (x+1)2]
Ix [x° =47

Jx [(x° > 0) »x = 1)]

Al deze uitspraken zijn juist.

De letter x had betrekking op dingen van een zekere soort. Als het

zeker is dat er dingen van die soort bestaan, dan geldt de implicatie
Vx (B(x)) » dx (B(x)).

Veelal komen in de wiskunde beweringen voor met verschillende quantoren

achter elkaar. Is B(x,y) een bewering die de beide letters x en y bevat,

dan ken men bijvoorbeeld de bewering

V x dy [B(x,y)] beschouwen. Deze beweert dat
voor elke x er steeds een y bestaat zodanig dat B(x,y) geldt.,

§2 Verzamelingen

Het begrip "verzameling" veronderstellen we bekend.-

Synoniemen voor het woord verzameling zijn o.a. familie, collectie,
stelsel. De objecten weaaruit een verzameling is opgebouwd heten de
elementen van de verzameling. Het feit dat een object a een element is
van een verzamelinglV'wordt uitgedrukt door de formule & € V . De ont-

kenning daarvan is a ¢ V.

Verzamelingen kunnen op verschillende manieren worden gevormd.

S
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1e. Door (als dat kan) de elementen in zekere volgorde op te noemen.
Bijvoorbeeld de verzemeling die bestaat uit de getallen 3, 8, 11. Deze
verzemeling geven we aan met {3, 8, 11}, '

Men bedenke dat {3, 8, 11} hetzelfde betekent als {8, 3, 11}.

2e. Door het noemen van een eigenschap: de verzameling is dan de ver-
zameling van alle objecten die deze eigenschap hebben. Drukken we de
eigenschap uit door B(x) (dit is een bewering over x)?; en we zeggen
dat x de eigenschap B heeft als B(x) waar is), dan geven we de ver-

zameling aan met

{x | B(x)} |

Voorbeelden. 1. {x | x is een redel getal en x > 2} stelt voor de ver-
zameling van alle reele getallen > 2.
2, {x e R | ¥-x = 0} = {0,1}.

Om zekere uitspraken een algemenere géldighéid te geven, voeren we ook

de lege verzameling in, die geen enkel element bevat. Notatie @.

X heet een deelverzameling van Y, wanneer ieder element ven X ook

element ven Y is. Notatie X < Y.

In onze logicenotaties kunnen we dit ook noteren met (x ¢ X > x € Y)
Voorbeelden. {1, 2, 5} < {1, 2, 3, 4, 5} 3 Nc Z, Z < Q ete. §§ < X.

Twee verzemelingen X en Y zijn gelijk (notatie X = Y)wanneer ziJ uit
dezelfde_elementen bestaan, dus als ieder element van X ook tot Y be-
hoort en omgekeerd, m.a.w. als X ¢ Y en Y ¢ X, De gelijkheid van twee
verzamelingen wordt in de praktijk vask bewezen door deze twee relaties
te verifiéren. We moeten dus santonen x € X -~ x € Y en bovendien

xeY»xe X,

De doorsnede van twee verzamelingen X en Y is de verzameling die bestaat
uit die elementen, die zowel tot X als tot Y behoren, notatie X n Y.

Als X n Y =@ dan is heten X en Y disjunct.

* Dus XnY={x | (x e X) A (xe¥))
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De vereniging van twee verzamelingen X en Y is de verzameling die bestaat
uit die elementen, die tot minstens é8n van de verzamelingen X en Y
behoren.

Notatie X u Y. Dus X U Y = {x(x € X) v (x ¢ Y)}.

Het verschil van de verzameling X met de verzameling Y is de verzameling
van alle elementen van X, die niet tot Y behoren.

Notatie: X \ Y. Dus X \ ¥ = {x ¢ X | x ¢ v},

Als Y ¢ X en X is vast, dan heet X \ Y ook wel het complement van Y in

X notatie Y°.

Opgave: bewijs dat (Y1 U Y2)c = Y? n Y;
e _ e c

Dit zijn de zogenaamde regels van de Morgan.

Families en Collectie's van verzamelingen worden vaak genoteerd met be-
hulp van een indexverzameling. Indexverzamelingen worden aangegeven met
Griekse hoofdletters en de elementen van een indexverzameling - de indi-
ces - met de corresponderende kleine Griekse letter - eventueel met
boven- of benedenindex. Zo geven we met €= {Xu | o € A} aan dat er bij
ieder element o ¢ A een verzameling Xa is gegeven en dat € juist de ver-
zameling is van al deze Xa's.

Z2ij € = {x, | o € A}. Dan is per definitie

uE = u{x, | @ e A} = {x | (Qa € A)(x ¢ Xa)} - de vereniging van de X,'s.

n¥= n{x | o e A} = {x | (Vo ¢ A)(x ¢ X,)} - de doorsnede van de X,'s.
Bewijs nu zelf dat de regels van de Morgan als volgt gegeneraliseerd

kunnen worden.

ZiJ E=={Xa | o € A} een geindiceerde collectie deelverzamelingen van
een verzameling X. Dan is

&
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1o X\ ulx) | o e A} = n{X \ X, | o e A}

2, X\ n{Xu | o € A} = u{X \ X, | o ¢ A},

De verzameling der natuurlijke getallen. I

Hiermede bedoelen we de getallen 1,2,3,4, ..., dus de positieve gehele
getallen.

Een fundamentele eigenschap van de natuurlijke getallen is de volgende:
Als V ¢ [N de eigenschappen bezit 1 ¢ V en h € V> >h+1 ¢V dan is V = [
(immers 1« V, dus 1 + 1 =2 ¢ V; omdat 2 ¢ V'is 2 + 1 =3 ¢ V, dus
3+1=L4eV, dus 5¢V, dus 6 ¢ V, ... dus alle natuurlijke getallen

behoren tot V). Hierop berust het bewijsprincipe van volledige induc-

tie:Wanneer we nu een uitsprask A(n) moeten bewijzen, met als variabele
een natuurlijk getal, kunnen we volstaan met
| le te verifieren dat A(1) geldt
2e bewijzen dat geldt A(n) - A(n+1) (dit bewijs heet de inductie-
stap of de stap van n op n + 1; het aannemen van A(n) om dan A(n+1) te

bewijzen heet de inductieonderstelling)

Voorbeeld: Te bewijzen dat voor elke k ¢ N geldt:

3 3 3

+2° +3 3=

1 1 e K = 12 (k)2
Bewijs: Voor k = 1 is de formule juist. Nu de inductiestap:
We moeten bewijzen dat voor elke n ¢ N geldt:
[13 423+ .0, + 00 = InP@r)?1 > (1742
= 1(n+1)%(n+2)1.
Dit volgt uit het feit dat de linkerleden (n+1)3 verschillen en de

3

+ e +(n+1)3

rechterleden eveneens:

1(n+1)2(n+2)? = 102(n+1)2 = (a+1)2.2[ (n+2)?

Cartesisch product, relaties en functies

We beschouwen twee verzamelingen A en B en vormen alle mogelijke paren

(a,b) met a ¢ A enb ¢ B. We letten hierbij op de volgorde, dus (a,b)
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is iets anders dan (b,a). (tenzij a=b).Van het paar (a,b) heet a de
eerste en b de tweede codrdinaat. Twee paren (a,b) en c¢,d) zijn alleen

gelijk wanneer beide codrdinaten gelijk zijn, dus als a=c en b=d.

Definitie: De verzameling van alle paren (a,b) met a ¢ A en b ¢ B heet

het cartesisch product van A en B, notatie A X B.

Voorbeelden
Als A = {1,2} en B = {2,3,4}, dan is A x B = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),
(2,3),(2,4)}.

Als A=R en B =R dan is A x B te zien als de verzameling punten in

het platte vlak, aangegeven door een rechthoekig codrdinatenstelsel.

In het laatste voorbeeld is A = B. Dit komt ook in andere belangrijke

gevallen voor.

Soms gebeurt het, dat we een bepaalde betrekking kunnen vinden
die geldt tussen sommige elementen uit een verzameling A en sommige

uit een verzameling B.

Voorbeeld. Als A =R en B = R, dan geldt voor sommige x¢ A eny e B
dat x2 + y2 = 1; voor andere tweetallen (x,y) geldt dit niet. We zeg-
gen: voor sommige paren (x,y) geldt de relatie x2 + y2 =1. De relatie
x2 + y2 = 1 bepaalt een deel verzameling van het cartesisch product

R xR, n.1l. de deelverzameling {(x,y) l x2 + y2 = 1},

Wanneer we in het algemeen tussen elementen van A en elementen van B
een relatie R hebben, zodat voor sommige a ¢ A en b ¢ B geldt, dat a
in relatie R tot b staat (notatie aRb), dan hoort hier evenzo een
deelverzameling R van het cartesisch product A x B bij, nl.

S={(a,b) | aR Db}

Omgekeerd behoort bij iedere deelverzameling R van A x B een relatie
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R, gedefinieerd door: a R b vanneer (a,b)e R.

De relatie R en de deelverzameling R bepalen elkaar dus geheel. De
uitspraask a R b betekent geheel hetzelfde als (a,b) ¢ R; we kunnen beide
schrijfwijzen dus als gelijkwaardig beschouwen. Het is nu duidelijk dat

we formeel een relatie als volgt kunnen invoeren.

Definitie: Een relatie tussen elementen van A en elementen van B is een
deelverzameling R van A x B. Notatie: we geven de relatie (a,b) ¢ R

wel aan met a R b.

Opgave. Als A =B ={xeR| 0 <x < 1}, schets dan de deelverzameling
van A x B die bij de relatie < hoort.
Ock bij relaties ziet men vaak dat A = B gebruikt wordt. Men spreekt

kortweg van een relatie "tussen elementen van A".

Definitie: Een relatie R tussen elementen van A heet een eguivalentie-

relatie als geldt

1  Voor iedere a ¢ A is a R a (reflexiteit)

2 Voor iedere a,b € A met a R b geldt ook b R a (symmetrie)
Voor iedere a,b,c ¢ Amet a Rben bR c geldt ock a R ¢
(transitiviteit)

De verzameling van alle x met a R x (a vast) heet een equivalentie
klasse. Twee equivalentieklassen zijn paarsgewijs disjunct of vallen

samen. Dit laatste zullen we nu bewijzen.

Stel A en B twee equivalentieklassen en onderstel A n B # f. Zi]

A = {x|(a,x) ¢ R} B ={x|(b,x) ¢ R} enc e A n B, Dan is (a,c) € R
en (b,c) ¢ R. :

Op grond van de symmetrie en de transitiviteit volgt nu achtereenvolgens
(b,e) ¢ R » (c,b) ¢ R en met (a,c) ¢ R geeft dit (a,b) € R. Als nu

d ¢ A, dan is (a,d) ¢ R. Uit de transitiviteit en symmetrie van R volgt
nu uit (a,b) ¢ R en (a,d) ¢ R dat (b,d) ¢ R dus d € B en dus volgt uit
di‘willekeurigheid van & A < B. Analoog bewijst met B < A, Dus A = B.
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Voorbeeld. Als A = Z, dan is de relatie S bepaald door (a,b) ¢ S, wan-
neer a - b deelbaar is door p (p vast) natuurlijk getal, een equiva-
lentierelatie.

Verder zijn bekende voorbeelden van equivalentierelaties:

1. Congruentie-relatie in vlakke meetkunde en steriometrie

2.  Gelijkvormigheidsrelatie in de meetkunde

3. Laat A de verzameling van rechte lijnen in de ruimte zijn. Voor
1l enm e A definieren we (1,m) € R als 1 évenwijdig is met m' of
.als 1 samenvalt met m. De R equivalentieklassen worden richtingen

genoemd.

Een belangrijke toepassing van het begrip equivalentierelatie is de
definitie van kardinaslgetal wat in de volgende paragraaf behandeld

wordt.

Laten nu A en B willekeurige verzamelingen zijn. Beschouw een re-
latie R © A x B met de eigenschap dat bij ieder element a ¢ A precies
€én b ¢ B voorkomt met (a,b) ¢ R.

Teder element a € A staat dus in relatie met precies &&n element b ¢ B

(dat mag varieren met a).

T

A

Bij een dergelijke relatie wordt dus aan iedere a ¢ A een bijbe-
horend element in B aangewezen. We kunnen zo'n relatie ook zien als een
voorschrift, dat bij ieder element a e A precies 88n element b ¢ B aan-
geeft; dit element b heet wel het beeld van a. Essentieel hierbij is,
dat iedere a ¢ A juist é&n beeld heeft.

Zodoende komen we tot de volgende definitie.

Definitie. Een afbeelding (functie) van een verzameling A naar een ver-
zamg}ing B is een relatie F ¢ A x B met de eigenschap dat bij iedere

a € A precies &&n element b ¢ B bestaat, waarvoor geldt (a,b) € F. b
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heet dan het beeld van a. Notatie: In plaats van F ¢ A x B schrijven we
méestal f: A > B, (a,b) ¢ F wordt dan f(a) = b.

Op grond van de beschouwing op de vorige bladzijde kunnen we een
functie ook zien als volgt: Een functie of afbeelding van A naar B
(notatie f: A » B) is een voorschrift, dat bij ieder element a van A
precies één element b ¢ B aangeeft. Dit element heet het beeld van a
(onder f). Notatie f(a). 7

Nog enkele notaties. De collectie {f(a)|a ¢ A} heet het beeld van

A en wordt genoteerd met f£(A). Indien f(A) = B, dan heet f een op-af-

beelding (surjectief). Indien uit f(a1) = f(ag) steeds volgt a, = a,

dan heet f 8&néénduidig (injectief). Zij nu f: A > B en g: B~ C af-

beeldingen; we definieren nu een nieuwe afbeelding h: A - C als volgt

h(x) = g(f(x)), x € A. De afbeelding h heet de samenstelling van f en g

en wordt aangeduid met g o f.

Als f: A > B zowel injectief als surjectief is, dan bestaat voor iedere
y € B precies één x ¢ A met f(x) = y; noem die x g(y). De functie g
heeft de eigenschap (g o f£)(x) = x en (f o g)(x) = x voor elke in aan
merking komende x. g heet de inverse van f notatie f_1 en is eenduidig
bij f bepaald. Tenslotte, als f: A ~ B een afbeelding is en C < B dan
noteert men £ (C) = {x ¢ A|f(x) e C} onafhankelijk van het feit of de

inverse f"'1 van f wel of niet bestaat.

Bij een functie f: R + R behoort een grafiek. Dit is een verzameling
punten in het platte vlek met daarin een loodrecht assenstelsel n.l. die
verzameling punten met eerste cobrdinaat x en tweede codrdinaat f(x),
Waarbij we x alle reéle getallen laten doorlopen. In formule

{(x,y) e R xR | y = f£(x)}.
Algemeen definieren we nu: De grafiek van een afbeelding f: A > B is de
deelverzameling F ¢ A x B, die bij de relatie f hoort. Dus
F={(a,b) e AxB | b= f(a)l,

Maghtigheid en kardinaalgetallen.
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In de klasse van alle verzamelingen voeren we de volgende equiva-

lentierelatie in die gelijkmachtigheid heet. We zeggen dat de verzame-
lingen V en W gelijkmachtig zijn (notatie V ~W) als er een &énéén—

duidige afbeelding van V op W bestaat.

Een klasse van onderling gelijkmachtige verzamelingen heet een kardi-

naalgetal of machtigheid.

Zeer belangrijk is het begrip "eindige verzameling".

We beginnen met op te merken dat, als n en m natuurlijke getallen zijn,
de verzamelingen

{1,2,... , 0} en {1,2, ... , m}
slechts dan gelijkmachtig zijn als n = m. (hoofdstelling van het tellen).
Een verzameling V heet nu eindig als er een natuurlijk getal n bestaat
zodat v ~ {1,2, ... , n} en de machtigheid van V wordt dan ook met de
letter n aangeduid. Bovendien wordt ook de lege verzameling eindig ge-
noemd; het betreffende kardinaalgetal wordt met O aangeduid.

Is V niet eindig, dan heet V oneindig. We zullen echter zien dat
de oneindige verzamelingen niet allen onderling gelijkmachtig zijn. Een
verzameling V is dan en slechts dan oneindig als V éénéénduidig op een
echt deel van V kan worden afgebeeld. Een oneindige verzameling bevat
steeds een deelverzameling die gelijkmachtig is met N, (N = verzameling
der natuurlijke getallen).

Een verzameling die gelijkmachtig is met N noemen we aftelbaar
oneindig. Een verzameling die oneindig is en niet aftelbaar oneindig
heet overaftelbaar.

Schematisch kunnen we de zask als volgt weergeven

oneindig

/‘/4———\\

aft. oneindig

; \\\4E£§i§h__~_,///’///f// overaftelbaar

aftelbaar
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We zullen nu een niet aftelbare oneindige verzameling aangeven. We
beschouwen afbeeldingen F van N in de verzemeling {0,1}. Zo'n afbeelding

is ook te schrijven door een oneindige rij van nullen en enen b.v.
(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, «..),

die onstaat door achtereenvolgens F(1), F(2), F(3).. op te schrijven.
De verzameling van alle mogelijke rijen van dit type noemen we V. Dui-
delijk is dat V niet eindig is. Neem nu aan dat V aftelbaar is. Er is

dan een ééneenduidige afbeelding van V op N, bijvoorbeeld

1+ (0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, .. )=F1
2> (0, 1,0, 1, 1,0, 1, 0, .. )=F2
3"*(1, O’_l, 1, O, O, 1, 1, oo )=F3

Construeer nu een nieuwe rij als volgt: Beschouw de rij

(o0, 1, 1, os )
die onstaat door de onderstreepte cijfers (diagonaal) achter elkaar te
zetten. (het is de rij F1(1), F2(2), F3(3), coe )
Maak uit deze een andere, door overal O door 1 en 1 door O te vervangen.
Noem deze nieuwe rij F dan is F niet gelijk aan een der Fn's (F wijkt
op de n-de plaats van Fn af.) Het was dus geen afbeelding van N op

magr m, in strijd met de onderstelling.

Een belangrijke stelling is nog: De vereniging van aftelbaar vele aftel-

bare verzamelingen is weer aftelbsar.

Toepassing: De verzameling van alle rationale getallen is aftelbaar.



Hoofdstuk 2.,

De verzameling der reéle getallen R, limietbegrip, reéle functies.

1. Axiomatiek van de redle getallen.

Hieronder sommen we de grondeigenschappen op van de reéle getallen R.
2. Er bestaat een zogenaamde optelling in R, d.w.z. voor elke a,b ¢ R
bestaat de som a + b die uniek bepaald is en de volgende eigenschappen

bezit

L1. (atb)+ec =  a+(b+e) assoclatieve wet

2. a+b = b+a commutatieve wet

L3. Er bestaat een getal 0 ¢ R, uniek bepaald met de eigen~
schap a+0 = O+a = a voor alle a ¢ R.
*
Lk. VoorVa ¢eR 3Ja = -a ¢ R, uniek bepasald zodat

at+(-a) = (-a)+a = 0.

b. Verder is er binnen R een z.g. vermenigvuldiging gedefinieerd. Het
Z.g. product ab van a en b ¢ R dat uniek bij a en b bepaald is heeft de

volgende eigenschappen.

L5. ab = ba commutativiteit van de vermenigvuldiging
L6. (a+b)e = ac+be distibutiviteit

L7. deen getal 1 € R, uniek bepaald, zodat 1.a = a.1 = a
voor alle a ¢ R.
L8. Voor iedere a ¢ R, a # 0 bestaat a" =-é zodat
a._]-:.l.a = 1.
a a
19. 1T # 0.
De eigenschappen L1-L9 vertellen ons dat hieruit het volgende afgeleid
kan worden:

(we noteren a.é-met'é).

b
(-a)(-b) = ab (-a).b = -gb = a,(-b)
T2 o2 () a_a_ _a
- b ‘2% b -b " b

Fa

N.B. We schrijven voor a + (-b) altijd a - b.
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Bovenstaande eigenschappen zijn de bekende rekenregels van de middel-

bare school.

Ordeningseigenschappen van de reéle getallen.

0 Een deel der getallen van R heet positief. De verzameling der po-
- , . +
sitieve getallen duiden we aan met IR+. Als a e R dana ¢eR, a =0
+ ,
of -a ¢ R
1 + +
0 aelR+,bsR:>abeR
4
acR’, b cR =>a+tb ¢R

' +
We spreken af dat a > b betekent a -~ b ¢ R , b < a betekent a > b,
Ga na dat de volgende stellingen afgeleld kunnen worden.

Stelling 1 a,b e R=>a=Db a <bof a >b (lineairiteit van de
ordening)

Stelling 2 a >b, b > ec=pa >c (transitiviteit)

Stelling 3 a > 0&»-a < 0

Bovendien gelden de volgende rekenregels die we uit O1 ,02 en O3 ook
kunnen afleiden
aeR:;a2>Oo'fa2=O
1>0
>b=>a+c>b+cvoorallecéR
>b; ¢ > 0=5ac > be
>b; ¢ < 0=>ac < be
> o:)-;- >0
ab > 04&> a en b hebben hetzelfde teken
ab < 0&»a en b hebben verschillende tekens.

o o o

De natuurlijke getallen N vormen een deelcollectie van de verzameling

der reéle getallen.

&
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N=1,1T+1, 1+ 1+ 1; T+1+14+1, ...
1, 2, 3, L, | enz.
Hierboven merkten we reeds op dat het volgende geldt:
Als een deelcollectie van R het getal 1 bevat en met elk getal n ook

het getal n + 1 dan omvat deze collectie juidt de verzameling der na-

tuurlijke getallen.

Op deze eigenschap berustte het principe der volledige inductie.
Bewijs zelf de volgende vraagstukken.

1. (a+1)® > J#na (a > 0) (ongelijkheid van Bernoully)

2. (atb)® = 3 (E) akbn_k (binomiaalformule van Newton)
k=0
e s s - ny _ n! 0l =1,
Hierin is n! 1¢2.340es0n €0 (k) I

n
3. (z aibi)2 < (Zai) (Zb?) (ongelijkheid van Cauchy Swarz).
1=1

Stelling 4 melN neN=>mtneN
melN ne N=nmnei

Uit bovenstaande stelling volgt dat de natuurlijke getallen een z.g.

halfgroep vormen.
Stelling 5 m>n m,ne N=>m-ne N

Opgave. Bewijs met volledige inductie dat iedere niet lege deelverzame-~

ling der natuurlijke getallen een kleinste element bezit.

Toepassing: delen met rest, decimaalontwikkeling.
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De gehele en de rationale getallen.

Definitie. De deelverzameling van R bestaande uit alle getallen

0, n, ~n met n € N noemt men de verzameling der gehele getallen.

(aangeduid met Z).
We gaan gemakkelijk na dat som, verschil, product van gehele ge-
tallen weer geheel is. Bovendien bewijst men eenvoudig dat tussen p en

p+1 (p geheel) geen andere gehele getallen liggen.

Definitie. De deelverzameling van R bestaande uit alle getallen-g,

P, 9, geheel is de verzameling der rationale getallen.

Ga na dat tussen elke twee rationale getallen r en s andere rationale

getallen liggen (Bijv. r, = l(r+s) r, = %(r+r1) enz. Verder is de som,

1 2 2
verschil, product en quotiént van twee rationale getallen weer rationaal.

Stelling 6. De verzameling der rationale getallen Q is aftelbaar.

Bewijs. We schrijven de verzameling der rationale getallen als vere-

niging van aftelbaar veel deelverzamelingen Q, 1i=1, 2, ———-.
Hierbij is Q. = 1 .12 =
J i i® 1% i* 1i® °°° en schrijven de verzameling der

rationale getallen als volgt op.

_.xlw

1
njw

w
°
®
@

3 s o0

wiw

¥ lezen dit schema volgens nevendiagonalen:
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2
T:

2 .2 1
'T’+§’"§

1 1 1.1
1:"'»]"959 "535’3

Dit is kennelijk een aftelling voor de rationale getallen Q.

Uit &én van de laatste beweringen volgt nu dat de rationale getal-
len van R voldoen aan alle eigenschappen L1, oo ; L8 en 01, oo 03.
Er rijst dus de vraag of misschien wel Q = R i.e. of de refle getallen
wel voldoende gekarakteriseerd zijn door bovenstaande eigenschappen.

Dit behandelen we in het onderstaande.

Irrationale getallen; de voiledigheidseigenschap van R.

We laten eerst aan de hand van een voorbeeld zien dat de rationale ge-

tallen nog een belangrijke eigenschap missen.

Steeling_?. Er bestaat geen rationasal getal r met r2 =2, M. a. w.

niet elke kwadratische vergelijking is binnen Q oploshaar.

Bewijs. Zij r =:§ en p en q geheel. Veronderstel dat toch r aan de ver-
gelijking r2 = 2 voldoet. We mogen onderstellen p,q > 0; q minimaal.

We hebben dus p2 = 2q2. Dus p > q en p < 2q. Dan isg

(2a=py2 . 4q® hpg+p? - 69°-lipq = 5,

Dit is een tegenspraak
- 2 2 2
p=d p“-2pa+q“  3q°-2pq

want (2q-p) > 03 0 < p-q < q.
We weten dat binnen de re&le getallen dergelijke kwadratische ver-
gelijkingen oplosbaar zijn. Dit is een direkt gevolg van het feit dat de

reéle getallen nog aan de volgende grondeigenschap voldoen.

Onder een bovengrens van A c R verstaan we een redel getal a ¢ R

met a 2 x voor alle x ¢ A. Analoog heet b € R een benedengrens van A als

b £ x voor alle x € A. In het geval dat A werkelijk een bovengrens be-

zit,-dan heet A naar boven begrensd, is er sprake van een benedengrens,

dan heet A naar beneden begrensd. In het geval dat A zowel naar boven




-19-

als naar beneden begrensd is, heet A begrensd.

Als de verzameling bovengrenzen van A een kleinste element bezit
dan heet deze bovengrens het supremum van A; notatie a = sup A (merk op
dat a #énduidig bepaald is). Analoog heet b het infimum van A (nota-

tie b = inf A) als b de grootste benedengrens is van A.

Grondeigenschap van R. Voor iedere naar boven begrensde verzameling

A <R bestaat a = sup A; voor iedere naar beneden begrensde verzameling
A c R bestaat b = inf A.
Met behulp van deze grondeigenschap van R is het mogelijk om te

bewijzen dat de vergelijking fg = 2 binnen R een oploésing bezit.

2 < 2}.

Blijkbaar bestaat sup A = a want Ais naar boven begrensd. (Ga na).

Immers, beschouw A = {r ¢ R | r

2 .. a+1
Stel nu eerst a < 2. 213 b = 2. PO
2 2
Danb2-2=£'—(—%:—2—%-ﬂ—2-—2=2—(-§.—_—2%< 0 dus b° < 2
a“+ha+l (a+2)
a+1 2—a2
en b-g = 2i—= ~ a = >0, dus b >a. Dus b e Aenb > a.
at+2 at

Dit is in tegenspraak met het feit dat a bovengrens is van A.
Onderstel nu a2 > 2. Blijkbaar geldt nu b2 >2enb < ai.e. bis een
kleinere bovengrens van A dan a. Dit is ook onmogelijk, dus a2 = 2,

MeBoWo a2 is een oplossing van de vergelijking r2 = 2,

De volgende stelling is intuitief reeds duidelijk.
Stelling 8. (Eudoxus, Archimedes). Als b, c ¢ R b > 0, dan bestaat

er een natuurlijk getal n met nb > C.

Bewijs. Onderstel dat voor allen =1, 2, .. nb < C. Laat

A= {nmb I n=1,2, ..}. A is naar boven begrensd dus a = sup A be-
staat; Er is dus een natuurlijk getal m zodat a-b < mb(anders zou gelden
a-b 2 nb voor alle n= 1, 2, .. en dan zou a-b een kleinere bovengrens
zijn van A dan a omdat b > 0). Nu volgt a < (m+1)b; echter in tegenspraak

met, onze onderstelling a 2 nb voor allen =1, 2, ., .
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§2. Rijen

Modulus: de modulus (of absolute waarde) van a € R is per definitie a

indien & 2 0 en -a indien a < 0. Notatie la].

Eigenschappen:

1) Jal 20 en=0 <a=0

2)  lav] = |af.[p]

3)  |atb| = |a]+|D] driehoeksongeli jkheid)

Bewijs van 3) a<lal bs<|b| dus (a+b) < la|+|v|
evenzo -(a+b) < [al+|b].

Bewijs zelf:

la-b]| = |a|—|b1] lx| = |x|

|x| < a is gelijkwaardig met -a < x < a.

Interval. Laten a,b getallen zijn met a < b.

Dan (open) interval (a,b): verz. der x met a < x < b
(gesloten) interval [a,bl: verz. der x met a < x < b
linksgesloten interval [a,b): verz. der x met a < x < b
rechtsgesloten interval (a,b]: verz. der x met a < x < b
omgeving van a : open interval (c,d) met a e (c,d)

Rij getallen: een afbeelding van de verzameling der natuurlijke getallen

N naar de reéle getallen. Schrijfwijze {an}:=1
Een rij reéle getallen is dus gekarakteriseerd als een zeker Voor-

schrift die aan elk natuurlijk getal n een ree&l getal a, toevoegt .,

Limiet van een rij.

Definitie. Zij {an};;1 een rij getallen. Dan heet a de limiet van de rij
oo

{an}n=1’ schrijfwijze a = lim a  als bij elk getal € > O een index n,

bestaat zodat geldt:als n §+ﬁo dan Ian-al < €.
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Deze definitie zegt zo ongeveer: hoe we ook een omgeving van a kiezen,
op-'den duur ligt a, erin. De index n, is i.h.a. afhankelijk van de
keuze van €.

Verder merken we op dat lim &, eenduidig bepaald is (als deze bestaat).
n-—>e

Bepaalde rijen hebben limieten. Deze rijen heten convergent.

Beschouw de rij (13 deze heeft limiet 0. De rij flE}heeft ook limiet

n=1°
0 en ook de rij {—E} . Dit laatste zullen we nu stréng bewijzen.
27 n=1

Zij € > 0 en beschouw n, als zijnde een geheel getal groter dan-%

(stelling van Exodus!) dan geldt voor elke n > n LI 1(gebruik de
0 n

ongelijkheid van Bernouilli)<-% < g™ 2 n
Dus aan de definitie van limiet0 is voldoen voor a = 0.
Hieruit volgt lim-l- = 0.

n->e 2

Voor limieten van rijen gelden de volgende stellingen.

1) 1lima . limb = lim anbn
n-re a -+ n n-roe

2) lima + limb = lim (a_+b_)
oo n > n oo n n

3) Als c e R dan c (lim a_) = lim ca_.
n->rce n n--e a

1
lim a *
>0

4) Als lim a_ # O dan lim -— =
n-roe n n-reo a

We zullen 1) bewijzen. Doe 2), 3) en 4) zelf. Stel lim a =a

lim bn = b. Zij € een willekeurig getal >0. Neem n1%;gdat

~>00 .

Tbn—bl <1 voor n > n, (definitie toegepast met €=1). Dan is ]bn]=

|b+b —bl < Ib]+1 voor n > n,, dus Ia b —abl =

n 1 nn
]anbn—abn+abn-ab| < ]an—al.[bn[+la bn—bl s K{lan—a]+|bn—b]}voor

n>n, als we stellen K = max (|b|+1,|a|). neem nu n

, n_ met

2° 73

[an—a] < gﬁ-voor n > n,, Ibn-bl < %-voor n > nge

&
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Voor n > n, = max (n1,n2,n3g is gan
Ianbn-abl < K.(-E—IE + 'éT{') = €

Hieruit volgt het gestelde.

lim a
.. : . % pre B

Opgave: Bewijs ook dat lim T (bnzo)
e n U0 n

Definitie. Een rij {an};;1 heet monotoon stijgend (monotoon niet dalend)

indien a, <a_. <a_. < ... < g < e la, =8, <8, <.., €8 <...)en
1 2 3 n oo 2 3 n )

1
monotoon dalend (monotoon niet stijgend) indien a, > a, > 83 > wee > a >,

2 Z 2.'. Z..' e
(a1 8y 2 ag 8, )

Voor monotone rijen geldt de volgende stelling.

Stelling 1.

2. Iedere monotoon stijgende (monotoon niet dalende) naar boven begrensde
rij {a_} _. heeft een limiet.
n n=1
b. Tedere monotoon dalende (monotoon niet stijgende) naar beneden be-

grensde rij heeft een limiet.

(merk op dat de rij {an}:;1 naar boven begrensd heet indien de verza-
meling {anln = 1,2,...} van rele getallen naar boven begrensd is, ana-

loog naar beneden begrensd).

Bewijs van a. Blijkbaar bestaat sup {an|n=1,2,...} = a,

We zullen asantonen dat a = 1im & . Stel ¢ > 0. Omdat a kleinste boven-
. Ny

grens 1s van {an]n=1,2,...} 1s a-c/2 geen bovengrens van deze verzame-

ling; d.w.z. voor zekere n. geldt a~e/2 < a, « Als n een willekeurige

0

index is met n > n, dan geldt ]a—anl = a-a g a-a < e/2 < ¢ (want de

rij is monotoon). Dus geldt inderdaad volgens de dgfinitie van limiet
lim a_ = a.
nre B

Toepassing. We onderzoeken nu de volgende rij

1
n H)n n=1,2,-..
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We zullen santonen dat lim e, bestast. Per definitie noemen we de limiet
n-rew
dan e.

Als n = 1,2,3,4 dan e = 2,25, e, = 2,37, ¢) = 2,45 enz.

1 = 2, 5 3
Het valt op dat de termen steeds groter worden en onder de drie blijven.

Algemeen tonen we aan

1) e <€ 1= 1,2,000 2) e, <3 n=1.2,...
Uit de vorige stelling volgt dan dat lim e, bestaat.
n-rwo

We moeten bewijzen

1\n 1 \n+1
(1+ D% < (14 =)

1 \n+1 n+2 n+1 n+2.n
Ofwel 1 < (1 * ) = Gt = (B2 Eﬂill =
(1 1\n wnt+ln n+1 ntln
+‘Z) _E_) (_E_)
_ nt2 [%(n#Q) ]n
n+1 (n+1)2
n
.. . . In(n+2) n+1
Blijft dus te bewlijzen [ é] > —7

{(n+1)

Nu geldt voor h > -1 dat (140)? > 1+nh (ongelijkheid van Bernouilli).
Pas dit toe op

[n(n+2)Jrl _ [é&zﬂ_-i]n _ [1 . _-l_T = (141"
(n+1)° (n+1)2 (n+1)°

.
(n+1)2

2
Dit is 2 1 +ph = 1 — —B_ = B ¥+l

(n+1)2 n2+2n+1

met h = -

n2+n+1 n+1
> °
n+2

Dus aan te tonen
n +2n+1

Hetgeen neerkomt op (n2+n+1)(n+2) > (n+1)(n2+2n+1)

Hetgeen equivalent is met

3

n +3n2+3n+2 > n3

+3n2+3n+1.

Hieraan is altijd voldaan, dus bewezen is dat €1~ Cp

We zullen nu aantonen dat e, < 3 voor alle n = 1,2,...

We passen het binomium van Newton toe

F3
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n
(a40)™ = 3 () a7 "
k=0
Neem g = 1, b = %3 dan blijkt dat
n n
., Iin ny ,n-k, 1.k n, 1 ny 1 ny, 1
(1+=)"= 1 ()1 =)= 5 (D)==1+@I+ ™1y
n k=0 k n k=0 k nk "' n 2 n2
ceee (D) lr'f =141 s nlosl) n(n—1%(n—2) + .. 2%”};22: L
n 2! n 31 n n"' LI ] ° ° nn

) +4r (=D 23 et (1= D NP

We kunnen dus zeggen

(1 +%)n <1+ 1+ %ﬁ-+ l—-+-%7 P

3! n!
=+ 1 ] + 1 oo —
1.2 1.2.3 1.2.3.k4 1e24040en

1 1 1 1 1 _
<1+1+-é-+2.3+3.h+h.5+..+'(-——rn_1n =

1 1 1 1 1 1 1y 1
THlrgrG-PrG-pPror G- =3-1 <.

Hiermede is bewezen dat {en}:=1 begrensd is en {en}:___1 is monotoon.

Dus lim e =e bestaat. Bij benadering geldt
n->oe

e = 2,718281828459045 ..,

We beschouwen nu de volgende rij

a, =1, =-—;—(an +4§—) e >0
n

a
n+1

We merken op dat als a, b > 0 dan geldt E%E > Vap
Dit toegepast met a = a, b =-§— geeft
n

&



Dus a1=1enan2\/cvoorn>1

De rij {an}:;1 is dus naar beneden begrensd

an+1 c

(1+——)s-;—(1+ ) = 1

n n (VE)2

Dus {an} is monotoon niet stijgend d.w.z. lim a, bestaat.
e

7Zij L = lim a . Kennelijk geldt nu L = %(L + %) deWeZo
>

L2—C=O.DU.SL= Ce

Dit geeft ons een methode om wortels expliciet te berekenen.

Stelling 2. (Cauchy).Een rij {an}:=1 van re€le getallen heeft dan en
slechts dan een limiet wanneer voor leder positief getal € een index N
bestaat zodat voor n,m > N steeds ]an - aml < ¢ geldt. (Een rij met

deze eigenschap heet een fundamentaal rij).

Bewijs. Onderstel dat de rij {a }n | aan bovenstaande voorwaarden vol-

n
doet. Beschouw voor n = 1,2,.. b = sup {ak]k > n}. Blijkbaar is

{bn}z=1 een nieuwe rij getallen en deze is monotoon niet stijgend.
De rij {bn}z=1'is ook naar beneden begrensd, want anders was voor ledere
k € N een index n(k) te vinden zodat b (k) < bn(k—1) - 1. Het is duide-
1lijk dat dan nooit aan bovenstaande voorwaarden voldaan kan zijn. Blijk-
baar bestaat nu volgens de voorgsande stelling a = lim bn s We zullen
aantonen dat geldt lim a_m.a.w. dat de ri] {an}:=1nggnvergeert. Zij e
een positief getal.nﬁ? bestaat nu een index n zodat Ia—bn] < g/3 voor
n>mn,. Kies ook voor elke n een index k(n) > n zodat bn < 2 (1) + ¢/3

deWeZo

bn - ak(n)l < ¢/3. Kies tenslotte een index N zodat

Ian - am] < ¢/3 voor n,m > N. Zij n, = max (n1, N); dan geldt voor n>n,
£

. . : . . , e e -
- - + cal <&+ E4E=¢,

B anl < |a 'bn| * Ibn ak(n)] ' lak(n) anl *373 73 N €

Omgekeerd is het vrijwel direct duidelijk dat als een rij {an}n=1 con-

vergent is dat dan aan bovenstaande voorwaarden voldaan is.
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Inderdaad, als € > 0 en n, is zo gekozen dat ]a—an] < €/2 voor n > 0y»

dan geldt voor n,m > n, lan-aml < [an_al + 'am_al < §.+ §.= c.

,We geven hieronder een paar voorbeelden die in feite toepassingen zijn

van bovenstaande stellingen.

Zij X een deelverzameling van de re€le getallen R dan heet a ¢ R

een verdichtingspunt van X wanneer iedere omgeving (d.w.z. ieder inter-

val (a-€,a+c) met € > 0) punten van X verschillend van s bevat.

Voorbeelden. 1
1 0is v.d.p. van de verzameling {x|0 < x < 1} en ook elk getal a
met 0 < a < 1 1is v.d.p. van deze verzameling.

2 0 is het enige verdichtingspunt van de verzameling f% | n=1,2, ...}.

Voor het gevoel is een v.d.p. van een verzameling een punt van R

dat door punten uit de verzameling willekeurig goed benaderd kan worden.

Complexe getallen.

Voor verschillende doeleinden voeren we het systeem der complexe

getallen in.,

Zij ¢ = R x R, het cartesisch product van R met zichzelf. ¢ stelt dus
de punten van het platte vlak voor. Door op een geschikte manier een
optelling en vermenigvuldiging op € te definieren (uitgaande van

de operaties die op R gelden) verkrijgen we de Z.g. complexe getallen.

We definieren de som van twee paren (a,b) en (c,d) als volgt
(a,b) + (c,d) = (atc, b+d).

De vermenigvuldiging wordt aldus gedefinieerd

(a,b) x (c,d) = (ac-bd, be+ad)
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Dan blijkt dat de volgende eigenschappen gelden:

Stel Zys Zps Z willekeurige elementen van ¢ en stel 0 = (0,0)

3
(1,0) = 1. Dan geldt:

1) 2, % 2, =2, + 7, commutativiteit

2) z, + (z2+z3) = (z1+22) + Z

3) 0O+z=3z+0= z, voor alle z € €
4) Voor alle z ¢ § bestaat z° € C met z + 2z =2 + 2 = 0
(Als z = (a,b) neem dan voor z* = (-a,<b). I.p.v. z~

schrijven we -z.

5) Z,0Z, = 2,02
6) z1(22.z3) = (z1.22)z3
#) 1.z, = z voor alle z € €
/8) Als z # 0 dan bestaat z' ¢ € zodat zz' = 1 (als z = (a,b)
neem dan voor z' = (——2 . b )). I.p.v. z' schrijven
2.2 2.2
-1 a +b a +b
we z .,

Met deze definities voldoet het systeem € aan alle algebralsche eigen-—

schappen die ook reeds voor R golden.

We noteren de elementen (a,0) € ¢ gewoon met a. Dus hierdoor wordt

R een deelverzameling van € .

Merk op dat optelling en vermenigvuldiging van elementen uit de collectie
{(a,0)|a € R} c € overeenkomt met optelling en vermenigvuldiging met

elementen uit R.

Als z = (a,b) dan z = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0).(0,1); dan
volgt z = (a,b) = a + bi met a,b refel. Ieder complex getal is dus

op deze wijze voor te stellen.

b heet het imaginaire gedeelte van z notatie Imz

a heet het reeéle gedeelte van z. notatie Rez

Va® + b° heet de modulus van z. Notatie |z]. Als z € € en z = (a,b) dan

’

definieren we z als (a,-b).
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Propositie zz = !zl2 voor z € €

Propositie 2+ 7 = 2 Rez; z - z = 2 Tmz.

Propositie | | voldoet aan de volgende eigenschappen
a. ]z[_>_0_ Vz e ¢ en =0 &2 =0
b. |z1+z2| < [z][ + |z2] voor ‘421,22 e C
c. IZ']Zg' = IZ-II |Z2] *

Schematisch verkrijgen we de optelling van elementen uit €

door samenstelling van vectoren. De lengte van de "vector" z is

precies |z]. Hieruit volgt pla-
i z, nimetrisch de vorige propositie.
AN We definieren het argument van z
4_______.—-—-——--—-"""‘\:> als b kb b
= %172 & &3
~
~
-~
~
%o

Definitie. Een rij punten {Zn}:=1 van het complexe vlak heet een

fundamentaalrij indien fzn-zm| < € voor r. m > N,

Nu geldt de volgende stelling die een generalisatie is van de stelling

van Cauchy voor de reele rechte.

Stelling. Elke fundamentaalri]j in ¢ convergeert in ¢. M.a.w.: Als
{zn}:=1 een f.rij is in € dan bestaat z € ¢ (eenduidig bepaald) zodat
Iz-znl < e voor n > n.
De overgang van R naar ¢ heeft enige consequenties waar we overigens
nu niet op ingaan.

I.h.b. blijkt het nu niet mogelijk een ordening op € in te voeren die
analooge eigenschappen bezit als de ordening die op R bestond.

Dit heeft zekere consequenties.

&



27~

§3. Redle functies, continuiteit.

Definitie. Zij X een verzameling van reéle getallen. Dan is een reéle
functie op X niets anders dan een afbeelding f van X naar R. Slordig

noteren we i.p.v. £ ook f(x).

Beschouw f(x) = V1-x (later zullen we het begrip vierkantswortel exact
formuleren).

Dan geldt dat er alleen een voorschrift is voor x £ 1, want voor x > 1

is er geen reéle waarde waar f(x) gedefinieerd is. Dus deze functie is
gedefinieerd op X = {x ¢ R | x < 1}. Wil men f definieren op de gehele
re&le rechte dan dient men nog te definieren welke waarden f(x) aanneemt

voor x > 1.

Een rij is nu niets anders dan een functie gedefinieerd op de verzame-
ling der natuurlijke getallen, immers voor elk natuurlijk getal n is er
een voorschrift dat aan n een reeél getal toevoegt. Afgezien van dit

geval zal X in de regel een interval zijn.

Als f en g functies zijn die op X ¢ R gedefinieerd zijn, dan noemen we
f + g die functie op X die gedefinieerd is door (f+g)(x) = f(x)+g(x).
Analoog definieren we het product f.g. van f en g door (f.g)(x) = =~

= f(x)g(x). Ook kan men als g(x) # 0 voor x € X definieren, het quo-
tiént van f en g n.l.-g, door é(x) = g%%%.

Als f gedefinieerd is op X en g gedefinieerd is op Y > £(X) dan bestaat

ook de samenstelling g o £ van f en g (zie vroeger).

Zij nu een functie f(x) gedefinieerd op X ¢ R en zij a een verdichtings-

punt van X. Dan zeggen we dat f(x) in a de limiet b heeft en we schrijven

lim f(x) = b indien geldt: Bij elke omgeving B van b bestaat een omgeving
£%an a zodat uit x € A n X, x # a steeds volgt f(x) € B. Schematisch

is voor elke B de situatie als volgt
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A afh., van B.

Anders gezegd: lim f(x) = b indien voor elk positief;getal € een posi-
tief getal § bedtiat zodat 0 < I x—a] < 6, x € X, impliceert
[£(x)-b]| < e.

Als lim f(x) bestaat, dan is deze eenduidig bepaald.
b g}

Nog enkele begrippen.

lim £(x) = b (d.w.2z. f(x) heeft een rechterlimiet b in a)
x¥a

indien voor VYe>0 36>0 zodat a < x < a + § impliceert |£(x)-b| < ¢

lim £(x) = b (d.w.z. £(x) heeft een linkerlimiet b in a)
xta

indien voor Ye>0 36>0 zodat as < x < a impliceert [f(x)-b| < ¢

lim f(x) = b (d.w.z. f(x) heeft voor x + © “c limiet b)
X‘)OO

indien Ve>0 IM > 0 zodat |x| > M impliceert |£(x)-b| < e.

Bewijs zelf de volgende belangrijke stelling.
Stelling 1. Zij X < R en zij a een verdichtingspunt van X.
Dan geldt de volgende equivalentie
(1)  1im £(x) =1
(ii) Tolr alle rijen {Xi}?=1 met lim X =X, X + x geldt
lim £(x,) = b e
1

We hebben voor limieten van functies de volgende rekenregels:

&

Stelling 2. Laten twee functies f(x) en g(x) beide gedefinieerd zijn op
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een verzameling X, en a een verdichtingspunt van X,
en laten f(x) en g(x) in a de eindige limieten b resp. c hebben.

Dan geldt

I. lim {f(x) + g(x)} =b + ¢
x+a '
II. lim  f(x) . g(x) = b.c

x>a
IIT lim ! =1 als b2 0
. - LY .
. foi b

Bewijs van II. Zij e > O willekeurig en zij K = max (|b]| + 1,]c])
We hebben
|f(x)g(x) - be] = |f(x)glx) - £(x).c + £(x).c - bel

< |£(x)] . |alx) - c] + |e|] « |£(x) -

Omdat lim f(x) = b en lim g(x) = ¢ kunnen we (door de doorsnede van
X>a, X>g, »
enige omgevingen te nemen) een omgeving A van a vinden met de vol-
gende eigenschappen:
als x e A, x e X, en x + 3.
|£(x) - | < 1, dus |£(x)| < |b] + |£(x) - b| < [p] + 1

en verder |f(x) - b < %E lg(x) - ¢ <-§K,

Voor zulke x is dan ook
|£(x)g(x) - be| < K|g(x) - c|] + K|f(x) =b|] <K . 2+ K Z== ¢.
Hieruit volgt het gestelde.

Definitie. Stel f een functie gedefinieerd op X ¢ R en a ¢ X. Dan heet
f continu in het punt a ¢ X indien
Ye>0 385> 0 zodat |x - a] < 6 2 |f(x) - £(a)] < e.

Indien f continu is in elk punt x € X dan heet f continu op X.

Opmerking. Indien & een v.d.p. is van X dan is blijkbaar continuiteit in

e precies hetzelfde als de eigenschap lim f(x) = f(a).
x>a

&
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Stelling 3. De som, het product en het quoti&nt van twee continue func~
ties gedefinieerd op X ¢ R is weer continu op X. De samenstelling van
twee continue functies is weer continu.

Bewijs. Het eerste gedeelte volgt direct uit de vorige stelling. Het be-

wijs van het tweede gedeelte wordt aan de lezer overgelaten.

Toepassingen 1. De functie f(x) = x is gedefinieerd op R en overal con-

tinu. Het is de identieke afbeelding van R op R. Ook volgt dat i.h.a.
£(x) = x"(n = 1,2,..) continu is. Tmmers deze functie is het product van

de continue functies x, X, X, ¢.o
i’

n-1

amxm ta X e tax +oa,
Stel nu f(x) = — — (am;bm +0;x % 0)
bx " +b b'd + ..o +B.x +Db
m n-1 1 0 a
Dan is f blijkbaar ook continu op R \ {0}. Definieert men £(0) = EE

dan is f continu op R. We hebben dus “het definitiegebied van f uitge—
breid met O(verdichtingspunt van X = R \ {0}). In feite hebben we dus
eigenlijk een nieuwe functie gedefinieerd.

2, Stel f(x) = c een vaste constante en wel voor Yx ¢ R. Dan is f continu.

Definitie. Zij f: X ¢ R + R een redle functie, f heet monotoon stijgend

(monotoon niet dalend) op X indien x. > x y ¥,5 %X, € X impliceert
) 1 2 1 2

f(x1) > f(x2) (f(x1)_z f(xe)) f heet monotoon dalend (ménotoon niet

stijgend) indien x, > x, x., x_ € X impliceert f(x.) < £(x.)
2eiJeend 17 % Fe % 1 2
(£(x,) < £(x,)).

2

Voorbeeld.a De functie f(x) = x" is monotoon stijgend op x = [0,»)



Hoofdstuk 3. Topologie

§1 Metrische ruimten, het begrip topologie.

Zij X een verzameling, en zi] RY de verzameling der niet negatieve ge-
tallen.
Een functie
b :XxX~>R
heet een metriek voor X, indien voor alle x,y.z € X geldt dat

0&Ex=y

(1) p(x,y)
(ii) p(x,y) = ply,x)

o(x,y) + o(y,z) (driehoeksongelijkheid).

A

(iii)  p(x,2)

Het paar (X,b) heet dan een metrische ruimte. p(x,y) heet de afstand

tussen x en y.
De verzameling Br(p) = {x e X | po(x,p) < r} (r > 0) heet de (open) bol,
met straal r en middelpunt p

Voorbeelden.

I. Voor een willekeurige verzameling X kunnen we definieren

p(x,y) =0 als X=y
(x,y € X)

p(x,y) = 1 gls x=#y
Dan is (X,p) een metrische ruimte.
II. Zij R de verzameling der reéle getallen. Indien p(x,y) = lx-y!
(x,y € R) dan is (R,p) een metrische ruimte.
III. (Generalisatie van II), Zi]

n ‘ .
R = {(x1, cees xn) I x;, € R voor 1 = 1,2,..., n}.

Indien x = (x1, coos xn) eR eny = (y1, ceos yn) ¢ R® dan definieren

we n 21
o(x,y) = ££1 (xi - yi) }2 (%)

F3

We zullen bewijzen dat p een metriek is voor R". Eerst tonen we echter
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aan de volgende

Hulpstelling. Indien P;»> s € R voor i = 1,2, ..., n dan geldt

(ongelijkheid van

i Cauchy Schwarz)

Bewijs.
Voor alle reéle t geldt

, 2 .2
1(pit+qi) =t

o
A
([ =1

1

Maar dan is de discriminant van de kwadratische vorm in het rechterlid

<0 deweze

=
o~~~

~—~ .

of

e
™M B
[

—
e
0
vl'\)
A
—~
H™Ms
e
n
—
N

i=1 i

[

Bewering (%) is een metriek voor R®
Bewijs.
Van de drie eisen, die aan een metriek zijn gesteld, zijn de eerste twee
evident. We behoeven dus slechts de driehoeksongelijkheid te bewijzen.
D.W.Z. we moeten aantonen dat
]
{ )%3*

2 b @ 2i . ®
: (xi-zi) } S{_i (xi—yi) P+ {.i (yi-zi

1 i=1 1=1

I ~Mp

Ofwel als men stelt xi—yi = pi, yi—zi = qa (zodat xi_zi = pi+qi)’

Nofut

n n n i
2 2 2 2,2
E (pi+qi) < i p. + z qi + 2(Zpi ) (Zqi )

maar, dit volgt onmiddellijk uit de hulpstelling.
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(R",0) heet de n-dimensionale Enclidische ruimte (voor n = 1 is dit de

réchte 1ijn, voor n = 2 het platte vlak).
%2 <@,

) | x; € R voor i=1,2, «ouy i
€ H

IV, Zij H = {(x1, Xpy eoe z
Indien voor alle x = (xf,xg, cee JeHenys= (yE,yg, ..%71
p(x,y) wordt gedefinieerd door

o 1
elxy) = {2 (xi—yi)z}§

1=1
dan kunnen we weer aantonen dat p een metriek is voor H.(H,p) heet de
(separabele) Hilbertruimte. Notatie 2,
Zij (M,p) een metrische ruimte. Zij p € M. Een verzameling G ¢ M heet
een omgeving van p, indien er een bol Br(p) bestaat zodanig dat
B (p) < G. ,
In het bizonder is Br(p) een omgeving van p en ook van elk punt
q € Br(p). Immers, als q € Br(p)Jlaat s = r-p(p,q), dan x ¢ Bs(q) >
2 0(x,q) < s »o(x,p) £ o(x,q) + 0(p,a) < s +0(p,a) =r >x ¢ B (p).
Dus q € Bs(q) c Br(p).

Een niet lege verzemeling 0 < M heet open indien O omgeving is van
elke p € 0 of equivalent wanneer bij elke p € O een r > 0 bestaat zodat
D€ Br(p) c 0. I.h.b. is elke bol Br(P) voor p € M,r > O een open verza-
meling van M; M zelf is een open verzameling van M. De lege verzameling
is per definitie open.
Ga na dat een verzameling G < M juist dan een omgeving is van p € M in-

dien er een open verzameling O van M bestaat zodat p ¢ 0 < G.

We bewijzen nu twee fundamentele eigenschappen van open verzamelingen in

een metrische ruimte. Deze eigenschappen zullen we gebruiken in de defi-

nitie van het begrip topologische ruimte - welk begrip dan als een gene-

ralisatie van het begrip metrische ruimte kan worden opgevat.
Bewering: Zij (X,p) een metrische ruimte.

(i) De vereniging van een willekeurige familie van open verzamelingen

is een open verzameling.
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(ii) De doorsnede van een eindige familie van open verzamelingen is

een open verzameling.

(1) Z7ij {Ou | & € A} een collectie open verzamelingen van M en zij

0 = U{Oa | o € A}. Laat p een willekeurig punt zijn van 0. Blijkbaar -
bestaat er een index a € A zodat p € Oa' Omdat Oa is open bestaat r > Q
zodat p ¢ Br(p) c Ou' Blijkbaar geldt nu ook p € Br(p) < 0. Dus volgt
dat ook O open is.

(i1) Het is voldoende aan te tonen dat de doorsnede van twee open ver-
zamelingen weer open is (Ga dit na). Zij O1 en O2 open verzamelingen

enpe 0, no0, willekeurig. Kies r,s zodat p ¢ Br(p) c 0, en

1
D e Bs(p) <0, Zij t = min(r,s). Dan p € Bt(P) €0, n 0, waaruit volgt

dat inderdaad O1 n O2 open is.

Opmerking. De doorsnede van oneindig veel open verzamelingen is i.h.a.

niet open!

Definitie. Zij X een verzameling. Een familie I van deelverzamelingen
van X heet een topologie voor X indien
(1) ¢el1 Xel

(ii) de vereniging van elke deelfamilie van I tot T behoort

(iii) de doorsnede van elke eindige deelfamilie van I tot T behoort.

Het paar (X,I) heet dan een topologische ruimte.

De verzamelingen O € I heten (I)-open.
In plaats van de elementen van X spreken we van de punten van de topo-

logische ruimte (X,7T).

Voorbeelden.
1) Zij X een verzameling. Indien I de familie van alle deelverzamew
lingen: is, dan is (X,]) een topologische ruimte.

I heet dan de discrete topologie op X.

2) 7Zij X een verzameling. Indien I = {¢,X} dan is (X,1) een topologi-

sche ruimte. I heet de indiscrete topologie voor X.
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Opmerking. Indien 11 en 12 twee topologieen zijn voor X zodanig dat

I1 c 12, dan heet 11 kleiner (grover) dan 12; 12 heet groter (fijner)

dan 11. De discrete topologie is de fijnste topologie en de indiscrete

topologie is de grofste topologie voor X.

3) Zij (X,p) een metrische ruimte. Indien I de familie van alle open
verzamelingen is (zoals hierboven gedefinieerd, dan is (X,I) een topo-

logische ruimte. I heet de metrische topologie (geInduceerd door de -

metriek p).
Indien (X,I) een topologische ruimte is en indien er een metriek
p voor X bestaat, zodanig dat de door p gelnduceerde topologie juist

I is, dan heet (X,I) metrizeerbaar. Niet elke topologiséhe ruimte is

metrizeerbaar.

4) De reéle rechte is een metrische ruimte. De metrische topologie

heet wel de gewone of euclidische topologie op R. Analoog®spreken we

van de gewone of euclidische topologie op R™.



~36-

2. Enkele fundamentele begrippen van topologische ruimten.

Zij X een topologische ruimte (wanneer geen verwvarring mogelijk is zul-
len we i.p.v. de topologische ruimte (X,I) steeds praten over de topo-

logische ruimte X).

Als U < X een punt p bevat dan heet U een omgeving van p indien er
een open verzameling O bestaat zodat p ¢ 0 < U.
Ga na dat een verzameling G open is in X d.e.s.d. wanneer G een omgeving
is van elk van zijn punten.
Dit begrip omgeving komt overeen met het begrip omgeving zoals gedefi-
nieerd voor metrische ruimten op blz. 33, wanneer we (zoals gebruikelijk)

de metrische toplogie beschouwen.

Een verzameling F ¢ X heet gesloten wanneer X \ F open is (in de -
topologische ruimte X).

Voorbeelden.
I X en ¢ zijn gesloten

II In elke metrische ruimte (X,p) is de verzameling

8.(p) = {x | o(x,p) s r}

gesloten ("gesloten bol") (r > 0).

Bovendien is elke verzameling die uit &&n punt bestaat gesloten.

ITTI In de reé€le rechte is de verzameling {0,1;%;%, ...} gesloten, de

verzameling {1,%3%3 ...} echter niet.
Stelling. Zij (X,1) een topologische ruimte.

(1)  De doorsnede van een willekeurige familie van gesloten verzame-
lingen is weer een gesloten verzameling.
(ii) De vereniging van een eindige familie van gesloten verzamelingen

is weer een gesloten verzameling.



-37-
Bewijs. Ga dit zelf na.

Als nu A een verzameling is in een topologische ruimte X, dan is de
doorsnede van alle gesloten verzamelingen die A omvatten kennelijk de
kleinste gesloten verzameling die A omvat. Men noemt deze verzameling

het gesloten omhulsel of de afsluiting van A (in X); notatie A.

Ten aanzien van de afsluiting gelden de volgende eigenschappen.

Stelling 1. AUB=AUB

AcB3ACcB

A is gesloten € A = A

=_A-.

=

Opmerking. Voor open verzamelingen heeft men iets analoogs

(i) de vereniging van alle open verzamelingen cA is de grootste open
verzameling cA. Men noemt deze verzameling het inwendige vap A; notatie
Ao.

(ii) A is opené#AO = A,

Een verzameling A in een topologische ruimte X heet (overal)dicht
als & = X.

We zullen hieronder enkele andere karakteriseringen van de begrippen
"gesloten verzameling" en afsluiting geven.

Zij A een verzameling in de topologische ruimte X. Een punt p € X
heet verdichtingspunt van A, indien voor iedere omgeving Up van p geldt

dat Up n (AN {p}) = ¢.

Merk op dat deze definitie van verdichtingspunt overeenkomt met de

vroegere definitie voor de reéle getallen.,

&
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Voorbeeld. In de re&le rechte is 0 verdichtingspunt zowel van de verza-

meling {O,%3%y%, «es} als van de verzameling‘f%;%, ces Jo

Stelling 2. Een verzameling is dan en slechts dan gesloten indien A de

verzameling van zijn verdichtingspunten bevat.

Bewijs. Zij eerst A gesloten en p een verdichtingspunt van A.

We moeten aantonen p € A. Onderstel ho) % A,

Blijkbaar is dan U = X \ A een omgeving van p. Omdat U n (A\ {p}= ¢ kan
P nooit een v.d.p. van A zijn. Tegensprask, dus p € A. Omgekeerd, als -
elk v.d.p. vaﬁ A element is van A, moeten we bewijzen dat A gesloten

is. Laat q € X \ A willekeurig

Blijkbaar is q geen v.d.p. van A, dus er bestaat een omgeving Uq van g
zodat Uq nAN\ {gl=01i.e. Uq NA=¢ (want q ¢ A) en ook Ué < X\ A.

X \ A is dus open omdat deze verzameling een omgeving is van elk van

zijn punten. Inderdaad volgt nu dat A gesloten is.

Inwendige, uitwendige en rand van een verzameling.

Stel X een topologische ruimte. Met AO noteren we het inwendige van een
deelverzameling A. Het complement van een deelverzameling A noteren we
e
als A™.
. 0 c-c
Bewering A” = A .
Bewijs. Omdat E ¢ A<>A% ¢ E° merken we op dat de open verzamelingen
E © A precies de complementen zijn van gesloten verzamelingen >A%. Dus
A% = {r° | P is gesloten en F 2 A%} = n { F gesloten en
FoAa®} C=p0C

Definitie. Is A een willekeurige deelverzameling van een topologische

ruimte X dan valt X uiteen in drie disjuncte deelverzamelingen.

(a) A = A0 het inwendige van A
(b) A~C = 50 het uitwendige van A
. (e) (A™C U A ) =T 0 A% ge rand van A, notatie b(A).
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Punten van het inwendige, uitwendige of de rand van A heten respectie=-

velijk inwendige punten, uitwendige punten en randpunten van A.

Voorbeelden. 5

I. Stel A <R%, A = {(x,y) | %5+
a

< 1}. 8gb Z 0.

ﬁvr<m

2
Het inwendige van A is {(x,y) | lc-§-+ X§-< 1}; het uitwendige van A is
a b
2 2

2 2 .
{(x,5) I'Eg + %5 >1}; de rand van A is {{(x,y) ]'55 + Xz-g 13}.
a a b

Hoe vreemd de rand van een verzameling er i.h.a. ult kan zien getuige
het volgende voorbeeld.

II. Stel Q de deelverzameling van R bestaande uit de rationale getallen.
Hetuitwendige van Q is ¢, hetuitwendige van Q is ¢ en de rand van Q

is R.

III.Beschouw R" met de gewone topologie (n vast).

7ij 8 (p) = {x ¢ Y | o(x,p) < rl.

Bewijs dat het inwendige van Sr(P) gelijk is aan Br(p) =

= {x ¢ R® | o(x,p) < r}; het uitwendige van Sr(p) = {x ¢ R" | o(x,p) ¥/ r}
en de rand van Sr(P) = {x ¢ R® | o(x,p) = r}.

Geldt deze eigenschap in elke metrische ruimte 29

III.Stel A een deelverzameling van een topologische ruimte X

p is een randpunt van A &». Iedere omgeving van p bevat zowel van A als
van A® punten.

Bewijs ook dat A = A U b(A)

Als A open is in X toon dan aan dat b(A) n A = ¢.

Deelruimten van een topologische ruimte.

Stel (X,]) een topologische ruimte. Een deelverzameling Y van X meken

we tot een topologische ruimte door als stelsel open verzamelingen te
nemen I' =1 n Y = {UnY | Ue I} (Y,I1) heet een deelruimte van (X,I).
De topologie op Y heet de relatieve topologie.

F



L0~

Wanneer we dus nu een willekeurige deelverzameling Y van een topologische
ruimte bekijken, dan is Y blijkbaar open én gesloten in de deelruimte Y
doch niet noodzskelijk open in X. Hieruit blijkt weer duidelijk dat het
begrip open geen absolute betekenis heeft. We moeten expliciet de ruimte

vermelden waar we de topologie van bedoelen.

Voorbeelden

I. Een segment la,b] is een deelruimte van de re&le rechte R.

II, De verzameling Q der rationale getallen is een deelruimte van de
reéle rechte R. De deelverzamelingen {x ¢ Q I a <X <b, a,b irrationale
getallen} zijn zowel open als gesloten deelverzamelingen van de deel=
ruimte Q (maar niet van R).

III.De verzameling der natuurlijke getallen is met de relatieve topologie

(geInduceerd door R) een discrete topologische ruimte.

Stel nu (X,p) een metrische ruimte. X is dus een topologische ruimte
dem.v. de metrische topologie

Een deelverzameling Y van X is op natuurlijke wijze een metrische
ruimte (Y,p') als we afspreken dat de afstand p'(y,z) tussen twee punten
¥,z van Y gelijk is aan p(y,z). Op natuurlijke wijze is dus op Y de
metrische topologie geinduceerd. Nu is het gemakkelijk in te zien dat
deze topologie op Y samen valt met de relatieve topologie op Y (gein-

duceerd door X).

Continue afbeeldingen.

Laten X en Y topologische ruimten zijn.
Een functie f: X + Y heet continu in Xy € X indien bij iedere omgeving
V van f(xo) in Y een omgeving U van %, in x bestaat zodat f£(U) c V. Een

functie f: X » Y heet continu indien f continu is in elk punt van X.
Stelling 3. Een functie f: X »~ Y is dan en slechts dan continu indien
voor iedere open verzameling 0 van Y de verzameling f (O)

= {x e X | £(x) ¢ O} open is in X.

Deze ‘definitie van continuiteit is zeer algemeen en deze kunnen we dus
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ook toepassen om het begrip continuiteit te onderzoeken bij afbeeldingen

tussen metrische ruimtenen i.h.b. bij afbeeldingen tussen reéle getallen.

Stelling L. De samenstelling van twee continue functies is weer continu.
In formule: Als X,Y,Ztopologische ruimten zijn en f:X +~ Y g:Y > Z zijn continue

afbeeldingen dan is ook & o f: X » Z continu.
Bewijs. Dit volgt gemakkelijk uit de vorige stelling.

Stelling 5. Een afbeelding f van een metrische ruimte (X,p) naar een
metrische ruimte (Y,0) is dan en slechts dan continu in Xy € X indien
bij iedere € > 0 een § > 0 is te vinden zodanig dat

o(f(x), f(xOY)< e voor alle x € X die voldoen aan p(x,xo) < 8,

Bewijs. Veronderstel eerst dat f continu is. Stel Xy € X en kies € > 0.
Blijkbaar is Bs(f(xo)) ={yevY| O(f(xo);Y) < ¢ leen omgeving van
f(xo) in Y. Omdat f continu is bestaat er een omgeving U van X in X
zodat f(U) < Bs(f(xo)). Uit de definitie van omgeving en open verz. in
X volgt dat er een § > O bestaat zodat Bé(xo) ={xeX | p(x,xo)<6}CU.
Nu geldt als p(x,xo) < 8§ dan x € U dus £(x) € Bs(f(xo)) deWezo

o(f(x), f(xo) < ¢. En hiermede is het eerste deel van de stelling aan-
toond. ,

7Zij omgekeerd f een afbeelding die aan de eis in de stelling voldoet.
7ij V een omgeving van f(xo) in Y. Uit de definitie van omgeving en open
verz. in de metrische ruimte Y volgt dat er een £ > O besgtaat zodat
o) <8

impliceert o(f(x),_f(xo) < g, Dan is U = BG(XO) eén omgeving van %, die

Bs(f(xo)) c V. Kies bij deze ¢ een positief getal § zodat p(x,x

door f binnen V wordt afgebeeld. Dus f is continu in Xy

Definitie.Zij f een afbeglding van een metrische ruimte (X,p) naar een

metrische ruimte (Y,0). Dan heet f uniform continu indien

Ve>0 38§>0 zodat o(x,a) < 8§ 2o(f(x), fla)) < ¢

voor Va e X.
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Het begrip uniforme continuiteit is niet een topologisch begrip doch
een metrisch begrip. Immers door verandering van metriek kan een uni-
form continue functie overgaan in een niet uniform continue functie.
Maar zoals we later zien is onafhankelijk van p en ¢ een functie gede-
finieérd op een compacte metrische ruimte steeds uniform continue.
I.h.b. is een continue functie gedefinie&rd op een kubus

n . .
{x eR ]ai X :_bi} uniform continu,

Passen we de definitie van continuiteit en bovenstaande stelling toe

op de R" dan krijgen we-

Stelling 6. Een afbeelding f van een deelverzameling Kc B in R™ is
dan en slechts dan continu ina =(a1',,...',an) indien Me > 0 96 > 0

zodat voor alle x = (x1,...,xn) met

VE <o : e
I (x.-a.)° < § geldt O ((£f(x)). - (£(a)).)° <«
=1 i i =1 i 1

L [ L |

(1) (2)

Hierbij stelt (f(x))i en (f(a))i de i'de coordinaat van f(x) resp

f(a) voor.

Voor het geval m = 1. (reéle functies) kan men i.p.v. (2) schrijven
|£(x) - £(a}] <&

en als ook n = 1 kan men i.p.v. (1) schrijven ]x~al < 8§,

Zodoende krijgt men in dit geval overeenstemming met het begrip

continuiteit zoals gedefinieerd voor refle functies op blz. 29.

Ga zelf na dat ook het volgende geldt

Stelling. Een afbeelding f van een deelverzameling K c R" in R™

L. . . n . .
1s dan en slechts dan continu in a (a,y00.,8 ) van R~ indien
1°? *“n

Ye >0 3 & > 0 zodat voor alle x = (X1""’Xn) met

max lx.—a.] < § geldt max !((f(x)). - (f(a)).l <€ ,
. i1 . i i
11 ,.. .0 1=1,..,m

&
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Afbeeldingen van deelverzamelingen K van R" naar R komen op natuurlijke
Wijze te voorschijn bij het bestuderen van functies van meerdere varia-
belen.

Immers zij f(x1,x2,...,xn) een grootheid die afhankelijk is van de
variabelen x seee s X waarbi] a; <%

1 1
anders dan een functie f van K < R naar R met K = {x ¢ {Rn]ai <% _<__bi}°

f-bi' Dan is deze grootheild niets
Als nu bv. gegeven is dat f continu is in alle variabelen XiseeosXy
tezamen dan wil 4it niets anders zeggen dat f: K -~ R een continue

afbeelding is.

Vervoig van de algemene topologie.

Definitie. Zij f een eenduidige continue afbeelding van een ruimte X
op een ruimte Y, Als ook de inverse afbeelding g = f_1 van ¥ op X
continu is dan heet f een homeomorfisme, Dit is d.e.s.d. het geval
wanneer f de open verzamelingen van X afbeeldt op "~ de open verzame-
lingen van Y. Twee ruimten X en Y waartussen een homeomorfisme bestaat
heten homeomorf (of topologisch equivalent). Topologisch kan men bij

|

homeomorferuimten geen onderscheid zien.

§3. Samenhang

Definitie. Een topologische ruimte X heet samenhangend wanneer ¢ en

X de enige zowel open als gesloten deelverzamelingen van X zijn.

Een deelverzameling A van een topologische ruimte X heet samenhangend
wanneer A als deelruimte samenhangend is.

Voor het gemak zullen we een zowel open als gesloten deelverzameling

van een topologische ruimte opgesloten noemen.

Voorbeelden.,
I. Een ruimte bestaande uit &én punt is samenhangend.

II. De reéle rechte R met de gewone topologie is samenhangend.
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Bewijs. Veronderstel dat er toch een niet lege opgesloten
deelverzameling A van R bestond.

Stel B = R\A. Kies a ¢ A en b ¢ B, we mogen onderstellen dat a < b,
Zij p = sup (A n'[a,b]).p behoort tot A want P is een punt van A of
een verdiéhtingspunt van A en A is gesloten. Iedere (rechter)
omgeving van p bevat punten van R\A = B, dus A is niet open. Tegen-
spraak. Op dezelfde wijze bewijst men dat ieder segment samenhangend
is,

III. De enige samenhangende deelverzamelingen van R zijn intervallen
La,b], (a,b], [a,b), (a,b). met a,b al of niet « ((»,b] betekent

{x|x < b} enz.).

IV, De deelverzameling Q van R bestaande uit alle rationale getallen

is niet samenhangend. (als a,b irrationale getallen zijn, a < b,

den is {x € Q|a < x < b} een niet lege opgesloten verzameling van Q
die # Q is.

Stelling.l Een topologische ruimte X is dan en slechts dan niet samen~
hangend, wanneer er twee deelverzamelingen A en B bestaan met

1) A$+¢g,B% ¢

2) AuUB=X,AnB=¢g

3) A en B gesloten in X.

Het is gebruikelijk om een niet samenhangende ruimte X splitsbaar
te noemen. Als X = A U B terwijl A en B aan 1) t/m 3) van de vorige

stelling voldoen dan heet (A,B) een splitsing van X.

Stelling 2. Stel X een topologische ruimte en A een samenhangende deel-

verzameling van X. Dan is & samenhangend,

Bewijs. Stel C een opgesloten deelverzameling van X,'we moeten aantonen
dat C = @ of C = &,

C n A is een opgesloten deelverzameling van A en omdat A samenhangend
is, geldt blijkbaar Cn A =@ of CNn A =A.Con A = ¢ implieert

A < A\C. Omdat A\C geiloten is in A (want C is open in A) en dus in X
volgt A « A\C d.w.z. C = #. De tweede onderstelling C n A = A impliceert
dat A ¢ C en omdat C gesloten is in K'(en dus in X) ook A c C

d.w.z. C = &,
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Stelling 3. (generalisatie van de vorige stelling).
7ij A een samenhangende deelverzameling van een topologische ruimte X.

AMs A c B c A, dan is B samenhangend.

Bewi]js: Opgave.

Stelling L. zij {Aalu € I} een familie samenhangende verzamelingen
van een topologische ruimte en veronderstel: dat voor elk paar (a,B)

geldt A& n A + ¢. Den isKJ{Aalu € I} samenhangend.

Toepassing.

1) De deelverzameling A van R2 gedefinieerd door A = {(x,y) € R2'y/xf
is rationaal} is samenhangend (merk op dat A =U {Aula is rationaall
met A = {(x,y) |y = ax} en pas de vorige stelling toe).

2) De ruimte R® m > 1 is samenhangend.
Bewijs. Schrijf B" als B" = U{S_|a ¢ R"} met 8 = {x ¢ B"|x, = a.}.
Elke verzameling Sa is samenhangend want Ak——aka1,...,kan) bewerk-
stelligt een homeomorfisme tussen R (die samenhangend is) en 8,
Omdat Sa n Sb > {0 voor alle a, b ¢ R volgt uit de vorige stelling

dat R™ is samenhangend.

Een zeer belangrijke stelling is de volgende :

Stelling 5. Zij f een continue afbeelding van de ruimte X op de ruimte
Y, Als X samenhangend is, dan is ook Y samenhangend. Kortweg het

continue beeld van een samenhangende ruimte is samenhangend.

Bewijs. Zij Z een zowel open als gesloten deelverzameling van Y. Dan
is ook f-1(Z) zowel open als gesloten in X. Dus, omdat X is samenhangend,
£"N2) = ¢ of £71(2) = X. Dus Z = Y of Z = ¢, Hieruit volgt dat ¥

samenhangend is.

Gevolg. Zij f een continue afbeelding van een samenhangende ruimte X
naar R. (b.v. een continue afbeelding van R" naar R of een gewone

reéle functie f: R > R of f: X »~ R met X samephangend in R).
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Dan kan f(X) alleen de volgende vormen aannemen (-»,a), (==,a],
(a,bl, [a,b], [a,b), [a,*), (a,») of £(X) is een punt .

I.h.b. volgt dat de functie met elke twee waarden f(x) en f(y) die ze
aanneemt ook elke waarde U met f(x) < u < f(y) aanneemt. Dit laatste

resultaat staat bekend als de tussenwaardestelling voor continue

functies).

Toepassing. Zij f een monotoon dalende of stijgende functie van een
samenhangende deelverzameling X van R naar R.

Dan is f_1: fX » X weer continu.

Bewijs. We merken op dat fX blijkbaar een samenhangende deelverzameling
is van X. Ook merken we op dat f 1-1-duidig is immers

x, + x,dan x, > x, of x, < x, dus f(x,) > f(XQ) of £(x,) < f(xz). We
zullen aantonen dat als (a,b) c X dan f(a,b) = (f(a), £f(b)). Hieruit
volgt de continuiteit van f. Inderdaad, het is duidelijk dat als

x € (a,b) dan f(x) € (f(a), £(b)) omdat f monotoon is. Omgekeerd als

y € (£f(a), £(b)) dan volgens de tussenwaarde stelling 3x e X zodat

f(x) = y. Uit de monotonie van f volgt weer x e (a,b).

Opgave. Zij f een continue functie van een samenhangende ruimte X naar
R. Als gegeven is dat f in elk punt van X een lokaal maximum sanneemt
(3 omgeving U van het punt x zodat f(y) < f(x) voor y e U) bewijs dan

dat f een constante is.

Definitie. Een open samenhangende verzameling van R" heet een gebied

Definitie. Een deelverzameling A van R" heet een gesloten jordankromme

indien er een homeomorfisme bestaat van de deelruimte {((x,y) € R2|x2 + y2 = 1}

(= cirkel) op A.

Zonder bewijs vermelden we de volgende klassieke stelling.
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Stelling 6. (Jordan) Zij C een gesloten jordankromme in BQ. Dan

bestaan er precies twee gebieden G1 en G2 van B2 zodat

1) b(G1) = b(G2) (rand van G, resp. G2) =C
= r2 -
2) G, uG,UC=R , G ngG,= @

3) G, is begrensd en G,y
binnengebied; G2 het buitengebied van C)6f G2 is begrensd en

het binnengebied, G1 het

is onbegrensd (in dat gevel heet G1 het
G2 is onbegrensd (in dat geval heet G,

bultengebied van C.

De stelling van Jordan 1s zeer algemeen en zegt zoveel alsieen gesloten
kromme verdeeld het vlak in twee delen met gemeenschappelijke rand,

een binnengebied en een buitengebied.

Opgave 1. Onderzoek de geldigheid van de stelling van Jordan voor het

. 2 2
geval C c R® is gegeven door C = {(x,y)|5§ + XE = 1},
a b
Geldt de stelling van Jordan ook voor R (n > 2)?%

Opgave 2. Zij f(x1,...,xn) een grootheid die continu afhangt van
reéle variabelen XysesesX o 0 <X < 1.

a Zij £(0,0,0,...,0) =0 f£(1,1,1,...,1) = 1. Bewijs dat er

0 <¥qse--5¥, 21 bestaan met f(y1,...,yn) = 3,

b Zi] f(x1,x2,...,xn) + 0 voor zekere Xiseeosx met 0 < x, < 1.
Bewijs dat er a; ¢ R Destaan zodat f(x%,xé,...,xﬂ) £ 0
voor alle xi met Ixi - xil < a; 1= 1,...,0,

§k. Compactheid.

7Zij X een verzameling en zij A c X, Een familie K van deelverzamelingen

van X heet een overdekking van A, indien A c UK men zegt dan ook

dat K A overdekt, Indien H < K, en indien ook H een overdekking is

van A, dan heet H een deeloverdekking van K voor A.
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Als (X,I) een topologische ruimte is en A ¢ X dan heet een overdekking

K.van A een open overdekking indien ieder element van K I-open is.

Een topologische ruimte X heet compact (of bicompact) wanneer iedere
open overdekking van X een eindige deeloverdekking bezit. Een deel-
verzameling Y van een topologische ruimte X heet compact, wanneer

Y als deelruimte compact is. |

Het is duidelijk dat : Y c X is compact << Iedere overdekking van Y

met open verzamelingen van X heeft een eindige deeloverdekking.

Voorbeelden. .

1) De reéle rechte is niet compact, want de overdekking van R bestaande
uit alle open intervallen (-n,n) (n=1,2,...) bezit geen eindige
deeloverdekking

2) Als A een onbegrensde verzameling is van R dan is A niet compact .

3) Een segment [a,b] is een compacte verzameling van R.

Bewijs. Stel U’ een open overdekking van [a,b] (met open verzamelingen
van R). Stel ¢ het supremum van alle getallen x van [a,b] met de
eigenschap dat [a,x] door een eindige deelcollectie van U wordt over-
dekt. Kies U € U zodat ¢ € U (merk op dat ¢ € [a,b]) en kies een open
interval (d,c) zodat [d,c] ¢ U. Er bestaat nu een eindige deelcollectie
van U die [a,d] overdekt en deze familie tezamen met{U}overdekt La,c].
Nu is ¢ = b want anders verkrijgen Weyﬁ een eindige deelcollectie van
U die een interval [a,c'] overdekt met b >¢' > ¢, wat in tegenspraak

is met de definitie van c.

Stelling 1. Stel Y een gesloten deelverzameling van de compacte ruimte

X. Dan is Y compact.

Bewijs. Stel U een willekeurige open overdekking van Y (met open ver-
zamelingen van X). Omdat X compact is bezit de open overdekking
U v {X\Y} van X een eindige deeloverdekking H. H\{X\Y} is het ge~

vraagde eindige deelstelsel van U dat Y overdekt.
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Definitie. Men noemt een topologische ruimte een Hausdorff-ruimte

wanneer aan het volgende axioma voldaan is.

(%) TIedere twee verschillende punten bezitten disjuncte omgevingen.

De meeste van de ruimbten die in deze syllabus als voorbeeld gegeven
zijn, zijn Hausdorff-ruimten. Een discrete ruimte is een Hausdorff-
ruimte, iedere metrische ruimte (X,p) met de metrische topologie

is een Hausdorff-ruimte (als p, g € X , P $ genr=3(p,q) dan zijn
Br(p) en Br(q) disjuncte omgevingen van p en q).

Verder is iedere deelruimte van een Hausdorff-ruimte weer een Hausdorff-

ruimte.

Stelling 2. Stel C een compacte deelverzameling van een Hausdorff-

ruimte X. Dan is C gesloten in X.

Bewijs. Stel p een vast punt % C. Kies voor ieder punt ¢ € C een
open omgeving Uc en een omgeving Up van p met UC n Up = ¢, Omdat
C compact is, bezit de overdekking {Uc]c € C} van C een eindige deel-

overdekking {U¢ li=1,...,n}, N {Up |i=1,...,n} is nu een (open) om-
i i
geving van p die C vermijdt., Uit de willekeurigheid van p volgt dat

X\C open is in X, dus C is gesloten in X,

Opgave. (generalisatie van de vorige stelling). Bewijs dat de door-
snede van een compacte deelverzameling en een gesloten deelverzameling
van een’topologische ruimte compact is.

2. Bewijs dat de doorsnede van willekeurig veel compacte verzamelingen
van een Hausdorff-ruimte weer compact is. Toon aan dat deze uitspraak
niet juist is in een willekeurige topologische ruimte X. (Stel

A= {an|n=1,2{:..} een aftelbare vergameling en p en q twee vaste
punten ¢ A. Kies de volgende topologie I op X = A u {p,q}

1= {a1}, {a2} seeesiptyu {bijna alle an}, {g} u{bijna alle an}.

A vu {p} en A u {q} zijn twee compacte verzamelingen van (X,I) en hun

doorsnede is niet compact.
£
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Stelling 3. Zij f een continue afbeelding van de compacte ruimte X
op de ruimte Y. Dan is Y compact.

Anders gezegd : compactheid is een continue invariant.

Bewijs. Kies een willekeurige open overdekking U van Y. Hét stelsel
{f_1(U)|U € U} is een open overdekking van X en uit de compactheid
van X volgt dat voor eindig veel Ui e U (i=1,2,...,n) reeds geldt
X = k}{f_1(Ui)|i=1,,..,n} .{Ui[i=1,..,,n} is nu de gevraagde deel-

overdekking van U,

Toepassing.

1. Er bestaat geen continue afbeelding van een segment Lla,b] op de
reéle rechte R (anders zou R als continu beeld van de compacte
ruimte [a,b] compact zijn en dat is niet waar. Dus volgt dat het
beeld van [a,b] ook begrensd is en het is gesloten in R (compact
in Hausdorffruimte & gesloten); ook is het samenhangend (zie
vroeger) dus volgt dat het beeld noodzakelijkerwijs weer een

interval [e,d] is.

Iro

Als f een continue afbeelding is van een compacte ruimte X naar R

dan bereikt f een maximum en een minimum.

Bewijs. f(X) is een compacte verzameling van R. Dus £(X) is ge=
sloten in R (stelling). f(X) is ook begrensd want onbegrensde
verzamelingen van R zijn nooit compact (zie blz. 48). Dus inf £(X)
en sup f(X) bestaan, deze zijn resp. het maximum en het minimum

van f op X.

Stelling 4. Een 1-1 continue afbeelding f van een compacte ruimte X
op een Hausdorffruimte Y is een homeomorfisme. (d.w.z. f_1 is ook

continu).

Bewijs. We zullen aantonen dat f gesloten verzamelingen van X op ge-
sloten verzamelingen van Y afbeeldt. Dan volgt dat f“1 continu is.

Stel A een gesloten verzameling van X, Dan is A compact volgens

stelling 1 en ook f(A) is compact volgens stelling 3 en dus ook gesloten

in Y omdat Y een Hausdorffruimte is.

&
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Opgave. In een compacte ruimte bezit iedere oneindige verzameling

minstens &&n verdichtingspunt. :

Compactheid in de Euclidische ruimte.

Met behulp van vb., 1 en 2 op blz. 48 en de stelling op blz. L9
volgt dat de compacte deelverzamelingen van R precies de begrensde

gesloten deelverzameling van R zijn.

Definitie. Een deelverzameling A van R™ heet begrensd wanneer er een

positief getal M is niet de eigenschap p(x,0) < M voor Y x ¢ A.

Een punt a ¢ R" heet limiet van een rij punten {an}z= van R" wanneer

1
voor ledere omgeving U van a in R™ voor bijna alle indices n geldt

(e)

a € U (of equivalent, wanneer voor iedere € > 0 een index n,

bestaat met p(a,an) < € voor n > no(e)).

Een rij punten van R" die een limiet heeft, heet convergent. (de limiet
is eenduidig bepaald).

Lemma. ledere begrensde rij punten van R™ bezit een convergente

deelrij.

Voor m = 1 volgt dit direct uit de stelling van Bolzana Weierstrass.

Stel m > 1 en veronderstel de eigenschap al bewezen voor k < m.

a(n) (n) (n))

n=1 - = (a1 2re a8y

_ ) e " .. (n) - (n) (n)
n=1,2,.0. . 1De rij {b }n=1 = {(a1 seeesd )
punten van R™ 'en bezit dus volgens de inductie-onderstelling een

(n.)-

3y . Kies ook een convergente deelri]
J:

1
(kj) (kj) -
. Dan is {(a1 seeeaB )}j=1 een conver-

. m
een begrensde riJ in R, voor

)} is een begrensde ri]

convergente deelrij {b
(k.) (n.)
J ® dJ
{s }j=1 van {am }

m
gente deelrij van {a(n)

Stelling 5. Voor een deelverzameling A van Rr™ gelden de volgende
equivalenties

(i) A is compact.

(i1) A is begrensd en gesloten.

(iii) Iedere oneindige deelverzameling van A bezit minstens

een verdichtingspunt dat tot A behoort.
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(i) » (ii) Stel A compact. Uit een vorige stelling volgt dat A ge-
sloten is in R™. A is ook begrensd want anders zou de overdekking

van A bestaande uit alle open bollen van R met middelpunt O en

straal n (n=1,2,...) geen eindige deel overdekking bezitten, hetgeen
in strijd is met de compactheid van A.

(ii) + (iii) Dit volgt direct uit het vorige lemma.,

(iii) » (ii) Ga zelf na.

We bewijzen nu (ii) = (i). Het is voldoende (ii) 3 (i) te bewijzen
voor het geval A een kubus van R is A = {x e Emllxil _f_ai}° Immers

A is begrensd d.w.z. bevat in een (voldoend grote) kubus en is hierin
ook gesloten. Toepassing van stelling 1y geeft dan het gewenste resul-
taat.

Onder de diameter van een kubus L = {x ¢ Bm]éi x E;bi} verstaan we de
lengte van de langste zijde (= max {(bi—éi)ﬂi=1,...;n)}

We merken op dat elke kubus L uit R“ vereniging is van eindig veel
kubussen uit R met diameter < 3 diameter L (ga dit na).

Zij U een open overdekking van K (met open verzameliﬁgen van Rm)

en onderstel dat geen eindig deelstelsel van U bestaat dat K overdekt.
Nu is K vereniging van eindig veel kubussen met diameter < 1 en
blijkbaar is er dan een kubus K1 met diameter < 3 die niet door eindig
veel U's uit U overdekt wordt. Met volledige inductie construeren we
kubussen K o K1 = K2 D .4, D Kn > ..., zodat diameter Kh < 1/n en

zodat Kn niet door eindig veel elemegten uit U wordt overdekt. Kies
uit elke Kh een punt P, - De rij {pn}n=1 bezit een convergente deelrij
die convergeert naar p. Blijkbaar D e Kn voor alle n want elke Kn is
gesloten. Kies U € U zodat p ¢ U (dit is mogelijk want p € K en U

(p) € U en zij

1/1
s > 2ml, dan p € K_ € Bl(p) < U. K, wordt nu door {U} overdekt in

is een overdekking van K). Kies 1 zo groot datB

tegenspraak met de‘onderstelling dat KS niet door eindig veel elementen

van U wordt overdekt. Hiermede is de stelling bewezen.

Opgave. Bewijs dat de compacte samenhangende deelverzamelingen van R

Jjuist de gesloten intervallen La,b] zijn (al of niet ontaard).
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Opmerking 1. Als f een continue afbeelding is van een compacte ruimte

X naar R dan is blijkbaar f(X) compacte deelverzameling van R i.e.
f(X) is begrensd en gesloten. Is bovendien X samenhangend dan is

f(X) noodzakelijk een interval.

I.h.b. volgt dat wanneer A een kubus is in R

A={(x= (x1,...,xm) € Bmlai'i_xi <.} dat dan f(A) een interval in
R is.

Dus als f(x1,...,xn) een grootheid voorstelt die continue afhangt

van de variabelen Xy eenX, waarbi] a; < X j_bi dan neemt f een
maximum en een minimum aan en elke waarde hiertussen wordt door

f(x1,x ..,xn) bereikt.

227

Opmerking 2. Zij H de Hilbertruimte. Dus H = {(x = (x1,x2,...,xn,..)
- . > 2

| = %% <} en zij A c H gegeven door H = {(X_ ,...,% ,oo)| T x5 =1},
i=1 ™ ! N

A is nu wel een begrensde gesloten verzameling van H maar toch is H

niet compact. Bovenstaande stelling is dus blijkbaar een eigenschap

van de euclidische ruimte R die niet door andere metrische ruimten
gedeeld wordt. Ook is niet iedere continue functie op A ¢ H begrensd,
zodat dit voor begrensde gesloten deelverzamelingen van R™ het geval is.

2

Compactheid in willekeurige metrische ruimten.

We vermelden de volgende stelling zonder bewijs.

Stelling 6. In een metrische ruimte M zijn equivalent
(i) M is compact.
(ii) Iedere oneindige deelverzameling van M heeft een verdichtingspunt.

(iii) Tedere rij puntén in M heeft eén convergente deelrij.

Opmerking. Het begrip "compact" in de zin van "iedere oneindige
deelverzameling heeft een verdichtingspunt" is in de literatuur
eerder opgetreden dan het begrip "bicompact" (iedere open overdekking

een eindige deeloverdekking). Dit laatste is vaak belangrijker gebleken

dan het eerste begrip compact.
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Stelling 7. Zij f een continue afbeelding van een compacte metrische

ruimte (M,p) naar een metrische ruimte (N,o). Dan is f uniform continu.

Bewijs. Zij € > 0. Voor x € M kies k(x) > 0 gzodat
p(x,5) < K(x) 3o(£(x), £(y)) < e/2.
Nu is de collectie {Bk(x)(x)lx € M} een open overdekking van M. Omdat M

i

2

compact is bestaan er eindig veel XyseeesX € M zodat\]{Bk(Xi) (xi) I
2
[i=1,...,n} = M.
7Zij & = %min{k(xfli=1,...,n}. We zullen aantonen dat
o(x,y) <83 o(f(x), £ly)) < ¢
Stel p(x,y) < 8§ . Er bestaat nu L m?t 1 < 1 < n zodat
X € Bk(xz) (Xﬂ)' Dus p(x,xz) < §S§ . Ook p(y,xi) i.p(y,xgi+ p(x,xi)
2 '
PR L
2 A

Dus o(f(x), f(xl) <e/2 en o(f(y), f(XZ) <eglo .
Hieruit volgt inderdaad o(f(x), f(y) < ¢ (dtiehoeksongelijkheid).

. - m . .
Gevolg 1. Zij K= {x ¢ R Iai j_xi 5-bi}' Iedere continue functie gede-

finieerd op K naar R is uniform continu.

Gevolg 2. Als p een willekeurige metriek is voor de compacte metrische
ruimte (X,p) dan is iedere continue functie gedefinieerd op X uniform

continu.

§5., Volledige metrische ruimten.

Definitie., Een rij punten {Xi}:=1 van een metrische ruimte M met

metriek p heet een fundamentaalrij als bij iedere € > 0 een natuurlijk

getal n te vinden is met de volgende eigenschap: als i> nen j> n

dan p(xi,xj) < €,



55

Een rij punten {xi}:= van een metrische ruimte M met metriek p

1
heet convergent indien er een punt x € M bestaat zodat p(xi,x) <€

voor i > no(e) . Notatie x = 1im x_.
nseo

Het is duidelijk dat een convergente rij punten van een metrische ruimte
een fundamentaalrij is. Omgekeerd hoeft niet iedere fundamentaalri]

ult een metrische ruimte convergent te zijn.

Definitie. Een metrische ruimte (M,p) heet volledig wanneer iedere

fundamentaalri] convergent is.

é‘é

.1 B" met de euclidische metriek is een volledige metrische ruimte.
l2

Q= {r e Blr is rationaal} is geen volledige metrische ruimte.

|

Stelling 1. Iedere compacte metrische ruimte M met metriek p is een

volledige metrische ruimte.

Bewijs. Zij {xi}oio=1 een fundamentaalrij uit M.

Als de rij slechts eindig veel verschillende elementen bevat, dan is
er een natuurlijk getal n te vinden met X, = x voor i>n. {Xi}:=1
convergeert dan naar X . Stel nu dat {xj._}(;.‘_):_,| oneindig veel ver-
schillende elementen bevat. Dan heeft de rij een verdichtingspunt x
(zie stelling op blz. 53 ). We zullen aantonen dat {xi};___1 naar x
convergeert. Zij p(xi,xj) < g¢/2 voor i1,j > de index n.

Blijkbaar bevat Be/Z(X) een punt X, met 7 >n. 2ij n. = max(n,l).

0

o (x,x.) <pl(x x‘) + p(xi,x) <el/2 +e/2=c¢.

Dan geldt voor 1 > nO 9 )

Stelling 2. (Ga na). Een gesloten deelverzameling van een volledige
metrische ruimte M is als metrische deelruimte van de metrische

ruimte M dan is A gesloten in M.

Voorbeeld. Zij X een compacte Hausdorffruimte. Noteer met C(X) de
collectie functies f: X > R die continu zijn. Zoals hiervoor aange-
toond is is steeds fX compact d.w.z. begrensd en gesloten in R.

&
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Asngezien met f en g ook de functie ]f—gl, welke gedefinieerd wordt

door
|£-g|(x) = |£(x)-g(x)] voor alle x € X
continu is,; kunnen we definieren

o(f,g) = max |£(x)-g(x)|; men gaat gemakkelijk
xeX
na dat aan de drie eisen voor metriek voldaan is.
Door deze definitie wordt C(X) een metrische ruimte. De geinduceerde

topologie op C(X) heet de topologie der uniforme convergentie.

We zullen hieronder aantonen dat C(X) met deze metriek een volledige

metrische ruimte is.

. » s o © - & »
Bewijs. 7iJ {f‘n}n=1I een fundamentealrij in C(X)
p(fm,fn) = max Ifn(X)—%n(X)l < g
xeX
voor m,n > N(e).

Voor elk vast punt x € X geldt
Ifm(x)—fn(x)l j_p(fm,fn) < ¢ zodra m,n > N(e),

met als gevolg {fn(x)}:=1 een Cauchy (fundamentaal)rij in R. Aangezien
R volledig is (Stelling van Cauchy) bestaat voor elke vaste x ¢ X

dus lim fn(x), deze limiet duiden we aan met f(x). We tonen nog san
n-o
dat f continu is op X en dat lim p(fn,f) = 0. Voor elke x ¢ X geldt

>

lfm(x)-fn(x)l f.p(fm,fn) < €/3 =zodra m,n > N(e);

daar lim fn(x) bestaat volgt hieruit dat
>,

lim lfm(x)] = ifm(x)—f(x)l < e/3 voor alle x € X, als m > N(e),
n->

Het is duidelijk dat voor elk natuurlijk getal n geldt

&
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]f(xo)-f(x)l f_]f(xo)-fn(xo)] + ]fn(x&-fn(x)l + lfn(x)—f(x)];

geven we n de vaste waarde N = N(e) + 1 dan is

]f(x)—fN(x)I < e/3 voor alle x € X; wegens de

continuiteit van fN is er bij elke € > 0 een omgeving O€ van x, te

vinden zodanig dat

]fN(xo)-fN(x)l < e/y voor x € O_ .

Voor alle x e O_ geldt dus ]f(xo)-f(x)] < g, waaruit volgt dat f continu

is in x € X. Uit de willekeurigheid van x. ¢ X volgt dat f continu is

0 0

op X.
Uit ]fn(x)—f(x)l < e voor alle x € X, als n > N(e), volgt tenslotte
dat p(fn,f) < € zodra n > N(e), zodat lim ﬁ(fn,f) = 0,
n—>e
Opgave: Zij X een compacte topologische ruimte; (Y,p) een volledige
metrische ruimte en C(X,Y) de verzameling vaen alle continue afbeeldingen

van X in Y, Defini&ren we voor f, g e C(X,Y)

o(f,g) = max p(f(x), g(x)), dan is o een
xeX
metriek op C(X,Y), terwijl C(X,Y) met deze metriek een volledige

metrische ruimte.is.

Voorbeeld. Beschouw C(X) met X = [0,1]

en beschouw nu de volgende metriek op C(X)
b

p*(f,g) = [J {f(x)—g(x)}2 dX] de z.g. euclidische metriek,

a
Het blijkt nu dat (C(X),p”) niet volledig is!

Immers voor n = 1,2,... zij fn: [0,1] ~ R gedefinieerd door
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£ (x) =0 0 <x<1/2
1
= nx + 42 1 1
£ (x) = -nx + (1#3n) 2 < x < 247
f (x) =0 %+l < x < 1
n n — -

Het is gemakkelijk in te zien dat de fn's een fundamentaalrij m.b.t.
p* vormen.

De limiet is echter de onderstaande functie

?
!
l
L.
0 7

en deze is discontinu en behoort daarom niet tot onze collectie C(X).

Contractie afbeeldingen in volledige metrische ruimten.

7Zij ¢ een afbeelding van een metrische ruimte (X,p) in zichzelf

(d.w.z. ¢ is afbeelding van X in X). Dan heet ¢ een (sterke) contractie-

afbeelding indien er een k ¢ R bestaat , 0 < k < 1 zodat

o(o(x), ¢(y)) < k.p(x,¥y).
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Wanneer we slechts eisen

p(¢(x), ¢(y)) < p(x,¥y), dan heet ¢ een

(gewone) contractie afbeelding.

Stelling 3. Als ¢ een sterke contractie is in een volledige metrische

ruimte X dan bezit ¢ precies &&n dekpunt (d.i. een punt x € X zodat

o(%) = &)

Bewijs. Eerst tonen we aan dat zo'n punt % bestaat.
ZiJ x, een willekeurig doch vast punt van x; definieer

x, = ¢(xo), x, = ¢(xi),x3 = ¢(x2),-.-

Wegens
_ n
p(xn+'l’xn) = p(¢(xn),»¢(xn_1))_<_kp(xn,xn_1) <oes <k p(x1 ,xo)
en p(xn+psxn) = p(Xn+10’xn+];>—1)+ SERMUICNTES)

geldt voor de rij {x }

n n=1
n
n+p-1 n kX
p(xh+p,xn) < (k +.0.+k ) . p(x1,xo) S p(x1,xo)

met als gevolg p(xn+p,xn) < € als n maar voldoende groot gekozen wordt.

De rij {Xn}:=1 is dus een fundamentaalrij in X; daar X volledig is,
is {xn}:___1 convergeert met als limiet X ¢ X .

Voor elk natuurlijk getal n geldt

p(%,6(2)) < o(R,x ) + olx ,4(2)) =

= p(X,x ) + p(o(x

. no)s OB < o(Rox ) + kio(x %),

Wegens lim p(i,xn) = 0 kunnen we hieruit concluderen dat
n-><

‘ p(%,6(%)) = 0Q of %= ¢(%).
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X bevat dus zeker &&n dekpunt van ¢.

Veronderstel dat 21 en 22 dekpunten zijn van ¢; dan geldt

p(%,5%,) = p(6(%,), 6(3,))) < k. o(%;,2,),

maar dit is slechts mogelijk indien 21 = X,-

Er is dus slechts é&n dekpunt.

Opgave. Is (X,p) een metrische ruimte en ¢ een afbeelding van X in
zichzelf zodanig dat
(i)  ¢(X) is precompact (d.w.z. de afsluiting van ¢(X) is compact)

(ii) ¢ is een (gewone)contractieafbeelding,

dan bevat X precies één dekpunt van ¢.

Aanwijzing: beschouw de functie p(x,¢(x)).

Toepassing. Is ¢ een differentieerbare afbeelding van het interval
[0,1] in zichzelf, terwijl voor alle x € (0,1) geldt

o' (x)] <k <1,

dan heeft de vergelijking x = ¢(x) precies een oplossing op [0,1].

Bewijs. Het interval [0,1] is, met de gewone metriek een volledige
metrische ruimte. Met behulp van de eerste middelwaardestelling uit de

uit de diff.rekening (zie later) vinden we

le(x )=0(x )| = |x-x, ] Jo"(E)] (x, <& <x))

2

zodat ¢ een contractieoperator is. Volgens de vorige stelling bezit

¢ precies &&én dekpunt.

Toepassing 2.

Gevraagd wordt aan te tonen dat de lineaire integraal vergelijking

in h

~

b
h(x) = g(x) + A J K(x,t) h(t) dat
a
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voor voldoend kleine waarden van [A[ eenduidig oplosbaar is. Aangenomen
mag worden dat h en g continu zijn op [a,b] en dat de kern K continu

is op het vierkant a <%, % <b.

Oplossing. Zij X de verzameling van alle redle continue functies f op

het interval [a,b]; nemen we als metriek

p(f,g) = max [ £(x)-g(x)]
xela,b]

op X, dan is X volledig volgené stelling 1.

Definieer ¢: X » X volgens

b
o(£)(x) = glx) + A [ K(x,8) £(t)at .
) ﬁ

We gaan na of er waarden van A zijn waarvoor ¢ een contractieoperator

is op X.
Uit
p(¢(£,), ¢(£,)) = max lo(£ ) (x)=0(£,)(x)] =
xela,b]
b b
= I J K(x (8 = £5(e))at] < [A] max J |k(x,t)]at.
xe[a b] xea b]
a a

p(f,fz) volgt dat ¢ contrakerend is voor

b
[A] < (max J |K(x,t)[at)™" .
xe[a,b]a

Volgens de stelling is de integraalvergelijking voor deze waarden

van A dus eenduidig oplosbaar.
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Hoofdstuk 4. Lineaire Algebrafen\Lineaire Analyse

§1. Lineaire ruimten, vectorrruimten, basis en dimensie

Definitie. Een (regle) lineaire ruimte L is een verzameling L met de

eigenschappen A1 en A2:

A1. Er is een afbeelding van L X L in L uitverkoren. Deze heet de

optelling van elementen. Het beeld van het paar (a,b) € L X L heet de

som van a en b, en wordt voorgesteld door a+beL. Onder de optelling is

L een abelse groep d.w.z. aan de volgende eisen is voldaan:

1) (at+b) + ¢ = a+ (b+c)

2) a+b=Db+a

3) Er bestaat één element OeL zodat a + 0 = 0 + a = a voor alle acl
4) Voor elke acl bestaat 1 element a’cl zodat a + a* = 0. I.p.v.

* ..
a schrijven we -a.

A2. BEr is een uitverkoren afbeelding van R X L in L. Deze heet de

scalaire vermenigvuldiging van elementen met getallen. Het beeld van

het paar (A,a) € R x L heet product en noteren we met laelL.

Er 1s asn de volgende eigenschappen voldaan:

5) AMa+b) = Aa + Ab
6) (A+p)a = ra + ua
7) (An)a = A(pa)

8) 1.a = a

Zeer belangrijke opmerking. De scalaire vermenigvuldiging kan ook m.b.v.

een ander algebraisch systeem gedefinieerd worden. Als .S een systeem is
waarin een optelling en vermenigvuldiging is gedefinieerd zodat aan alle
algebralsche eisen van pagina 14 voldaan is, dan kan men een z.g. lineaire
ruimte over S defini&ren. Hieronder verstaat men dan een verzameling L
waarin een optelling, en. een vérmehigvildigihg met elementen uit S is gedefi-
nieerd zodat aan A_l en A2 voldaan is (met R vervangen door S). I.h.b. kan

men voor S het systeem (lichaam) der complexe getallen nemen (zie blz. 26A).

Men spreekt dan van een complexe lineaire ruimte. Hieronder beschouwen

we voorlopig slechts reéle ruimten.
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Stelling 1. Zij L een lineaire ruimte. Voor willekeurige o,BeR en xeL

ldt:
ge=d a) a.0=0

b) 0.x=0
¢) a.x=0<=>qag=00fx=0.

d) (-a).x = ~(d.x) = a.(-x)

e) o.(x~y) = a.x - a.y
£f) (a=B).x = a.x - Bx
Bewijs. a) 0.0 = a.(0+0) = 0,0 + a.0 = 0 = q,0

b) 0.x = (0+0).x
¢) Stel ax = 0O masr a # 0. Dan is x = 1.x =,(a_1a).x = a-1(ax) =
-1
=0 0=0

d) oa.x+ (-a).x = (at(~0))ix = 0.x = 0 => (-q).x = -{ox)

0.2+ 0.x == 0 =0.x

]

e) olx=y) = a.x + a(-y) = ax - ay

£f) (o=-B)x = ax + (-B)x .= ax - Bx

‘Voorbeelden. 1) De vectoren in het platte vlak vormen met deze definitie

een lineaire ruimte. Hetzelfde geldt voor de vectoren in de ruimte.

2) zij R" de verzameling: van- alle- geordende; n-tallen: re€le getallen
X = (x1,...,xn) met als optelling

(x,],xz,...",xn)_ + (y-‘,oa-’yn)’: ((x1+Y1)""3(xn+yn)) °
Voor a€R en x = (x1,...,xn)eRn zij
oax = (ax1,...,axﬁ) .

Dan is R™ met deze definities een lineaire ruimte. R® heet ook wel de

numerieke n-dimensionale vectorruimte.

Opmerking. Dikwijls schrijven we x = (x1,...;xn) ook als

b'd
1
x = ’ m.a.w. we schrijven de vector x als kolom-
‘ X vector.
n e —
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3) Een algemener voorbeeld verkrijgen we door uit te gaan van een wille-
keurige verzameling V (die in plaats treedt van de {1,2,...,n} van
zoéven) .

Zij BV de verzameling van alle functies gedefinieerd op Vven met waarden

in R. Als'f,geﬁv, dan zi] f+geBV die functie waarvoor
(£+g)(x) = £(x) + glx) voor xeV.

Als verder fer en AeR laat dan Afeﬁv gedefinieerd zijn door (Af)(x)=if(x).

Op deze wijze wordt Bv tot een lineaire ruimte.

4) Stel a < b € R. Laat C(a,b) = {f:[a,b] > R | £ continu} . Als
f,geC(a,b) en AeR definieer dan f+g en Af als volgt

() (f+g)(x)= £(x) + glx) xela,b]
(%) (Af)(x) = A.f(x)

Dan is C(a,b) een lineaire ruimte.

5) Stel 802812855028 reéelvwaardige functies gedefinieerd op het
interval [a,b]. Zij E de verzameling van alle functies die n-maal dif-

ferentieerbaar zijn op [a,b] en die voldoen aan de volgende differen-

tisalvergelijking
atr(x) dn—1fgx) ' af(x)
g (x) ——=+g  (x). + ...+ g (x). =g (x) .
n dxn -1 dxn—1 1 dx 0

Indien we de optelling in E en de vermenigvuldiging met een regel

getal weer defini8ren m.b.v. (*) en (**) dan is E een lineaire ruimte.

Zij nu L een lineaire ruimte en BCL heeft de eigenschap dat bij elke ael
3'b1,,..,bneB zodat

= + . i =
a A1b1 A2b2 + xnbn voor zekere Alsﬂ, i 1, s1 s

dan heet B = {bi | ieT} een stel voortbrengenden van L. Is geen echte
deelverzameling van B weer een stel voortbrengenden van L, dan heet B

een basgis voor L.
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Men kan asantonen dat iedere lineaire ruimté een basis bezit. Heeft men te

meken met een lineaire ruimte die een eindig aantal voortbrengenden

B = {b1,...,bn} bezit, dan kan.men, als B geen 'basis is;ﬁminstens-éénxvector

uit B weg laten en toch een stel voortbrengenden overhouden. Dit her-

halend vindt men in eindig veel stappen een basis.

Definitie. Een-lineairé ruimte: A heét'een_vectorruimte:indien A een

eindige basis bezit.
Het kleinste getal dat als amantal ven een basis voorkomt heet de dimensie
van A. Bestaat A uit precies &&n vector, dan heet de dimensie dasren-

tegen nul.
V.b. In Bn beschouwen we het volgende stelsel voortbrengenden

0
0
ey = s 1e. € = . Ga na dat {e1,...,en}

O wa

O soe
-_—k 0 e

. n . s . .
ook een basis vormen voor R, Probeer te bewijzen dat de dimensie van

R™ precies n is (zie ook later). Dus R® is een vectorruimte.

Opmerking. We spreken dus alleen over een vectorruimte wanneer de ruimte
een eindige dimensie bezit. Is er geen sprake van een eindige dimensie
(zoals b.v. in de genoemde voorbeelden 3, 4, 5) dan spreken we van een
lineaire ruimte. We zullen ook alleen over vectoren spreken wanneer het

elementen van vectorruimten. betreft.

Definitie. Zij L een lineaire ruimte. Dan heet een element bel lineair
afhankelijk van een stelsel elementen {a1,a2,...,an} van L wanneer er
Aicﬁ bestaan, i = 1,2,...,n;Xi hiet alle nul, zodat

(1) b=da, tAe, . tAa .

Een stelsel elementen {31,..f,an}iheet lineair afhankelijk indien

er een i 1 < i < n bestaat zodat a; afhankelijk is van de overige

&
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ENten 8. 58, 50058 .98 438 .
elem 127p? MR R T s B o R

heet lineair onafhankelijk indien het niet lineair afhankelijk is.

P8 Het stelsel {a1,a2,...,an}

{a1,a2,...,an} is linealr onafhankelijk d.e.s.d. indien
A1a1 + Azaz + ... F Anan =0
impliceert A1 = A2 = ... = An = 0,

Ten aanzien van lineaire afhankelijkheid gelden de volgende drie

grondeigenschappen.

Groﬁdeigenschap 1

Teder a, (i =1,...,n) is lineair afhankelijk van {a1,...,an}.

Grondeigenschap I1

Is b lineair afhankelijk van Byseresd s echter niet wvan ByseeesB g
b.

dan is a lineair afhankelijk van ByseresB 1o

Grondeigenschap III

Is ¢ lineair afhankelijk van Byseees8 €0 is ledere aj lineair afhanke-

1lijk van b1""’bn dan is ¢ lineair afhankelijk van b1""’bn'

Stelling 2. Een basis 8,500058  Van een vectorruimte A bestaat uit
lineair onafhankelijke vectoren. Omgekeerd is elk lineair onafhankelijk

stel ‘voortbrengenden van A een basis.

Bewijs. Stel een der vectoren 8,5:0058 Van een basis is lineair af-
hankelijk van de anderen. Na eventueel vernummeren mag aangenomen worden
dat dit a is. Dus a lineair afhankelijk van Bpoeres8 43 omdat elke

vector b uit de ruimte lineair afhankelijk is van a LN volgt uit

1°°
grondeigenschap III dat b ook lineair afhankelijk is van ByseeesB

in tegenspraak met het feit dat a -+,8  een basis is.

1°°

Was omgekeerd een onafhankelijk stelsel voortbrengenden Bqaeees

van A niet een basis, dan kan een Db.v. a gemist worden. Maar dan zou

a lineair afhankelijk zijn van BqseeesB
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Definitie. Twee stelsels vectoren 8yse-058  en b1,...,bs heten
equivalent (notatie»(a1,.;.,ar) ~ (b1,;..,bs) indien iedere & van

(b1,..,,bs) en iedere b, van a,,...,a, lineair afhankelijk is.

Uitwisselingslemma (Steinitz)

Zij b1""’bs lineair onafhankelijk en zij elke bj lineair afhankelijk
van B oo s, dan is er in het systeem der aj een deelsysteen
{ai1,...,aié} van precies s elementen welke men tegen bysee.sbg kan
uitwisselen zodat het door deze uitwisseling ontstane systeem uit
{a1,...,ar}_equivalent is met het oorspronkelijke systeem {a1,...,ar}.
I.h.b. s < r.

Bewijs. Voor s = 0 is de bewering triviaal. Laat de stelling bewezen
zijn voor {bT""’bS—1} en zij {b1,;..,bs_1} tegen {ai1,...;ais_1}
uitgewisseld. Door deze uitwisseling ontstaat een met {a1,...,ar} equi-
valent systeem {b1,...,bs_1,ak,a see.}. Nu is bS ook van het equivalente
systeem {b1""’bé—1’ak’al""} van {a1,...,ar? lineair afhankelijk.
Er bestaat dus ook een kleinste deelverzameling van {b1,...,bé_1,ak,a seool
waarvan bs lineair afhankelijk is. Dit kleinste systeem kan niet uit
uitsluitend aj bestaan omdat de ibj's ~ lineair afhankelijk zijn.
Dus bevat deze kleinste deelverzameling minstens &én &,» deze noemen we
a; . Uit grondeigenschap II volgt dat & = ajg lineair afhankelijk is

s
van het systeem dat uit {bj,;..,ak} door vervanging van 8, door bS ont-
staat en ook van het omvattende systeem dat uit {b1,...;bs_1,ak,al,...}
door de vervanging a > bS ontstaat. Dit systeem is {b1,...,bs,ak,al,...}.
Het is met {b1,...,bs_1,ak,al,...} equivalent omdat a, van het eerste
systeem en bS van het laatste lineair afhankelijk is. Hieruit volgt
dat het nieuwe systeem {b1,...,bs_1,bk,al,;..} equivalent is met
{b1”...,bs_1,ak,al} en ook met het oorspronkelijke systeem {a1,...,ar}.

Gevolg. Twee equivalente lineair onafhankelijke systemen bestaan uit
evenveel elementen.

Een belangrijk gevolg is ook de volgende stelling.

&
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Dimensiestelling. Blke basis van een n-dimensionale vectorruimte A telt

n vectoren. Elk stelsel lineair onafhankelijke vectoren kan aangevuld

worden-tot een basis. Men kan dus definiéren: de dimensie van een

vectorruimbte is het aantal vectoren van een basis.

Stelling 3. Is 8y5ee,8 CED basis van A, dan bestaat bij elke vector

beA precies één stel getallen A »A, zodat (1) geldt.

IR

ijs. : + ...+ = + ... * i

Bewljs. Is u1a1 umam v1a1 vnan dan is

(u1—v1)a1 + .. F (“mfvm)am = 0 en wegens onafhankelijkheid van Biseeesd
My = vy = O,...,um—vm = 0.

Deelruimten

Zij B een deelverzameling van de lineaire ruimte A..Als voor elke
a,beB en AeR ook AaeB en at+beB, dan is ook B met de optelling en sca-
laire vermenigvuldiging van A een lineaire ruimte. B heet een deelruimte

van de lineaire ruimte A. De dimensie van B is kleiner of gelijk aan de

dimensie van A. (Ga dit na). (Voor het geval A een eindige dimensie
heeft). Als dim B = dim A dan volgt ook B = A (direct gevolg van de
dimensiestelling).

Uit de dimensiestelling volgt verder dat als b1""’bm een basis
is voor de deelruimte B, dan kan dit stelsel vectoren aangevuld worden
tot een basis voor A.

Zij B, C deelverzamelinger van een lineaire ruimte A. Dan
B+ C = {a+b | aeB beC}. Zijn B en C deelruimten van A dan is ook B + C

een deelruimte van A, B + C heet de door B en C opgespannen deélruimte

van A. Verder is ook stéeds BnC een deelruimte van A.

2e dimensiestelling. Zijn B en C twee deelruimbten ven een vectorruimte

A met doorsnede BnC, die samen B + C opspannen, dan geldt voor de

dimensies:

dim(B+C) = dim B + dim C - dim(BnC) .
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Bewijs. Stel dim(BnC) = r, dimB=r + s, dim C = r + t. Kies een basis
ByseeesB) in BnC en vul deze aan enerzijds tot een basis

a1,...,ar,b1,...,bs van B, anderzijds tot een basis ByseeesBipsCrseessCy

o

van C.
Nu is @,,.0038 3D, 5.0040 ,C.,...,C, een stelsel voortbrengenden van
1 r’1 s°71 t

B + C. Het is een basis, immers, is

t

r s :
(%) ; a.a, + ; ijj + ; Y8 = O

5
Dan is - Z ij. niet alleen in B, maar ook in C, dus in BnC. Maar dan

1
is deze vector nul, want anders waren b1""’bs en a1,...,ar afhankelijk.

r t
| I = .a., + = 0. 13k-

Nu is 31 Bs 0 en ; alal % chk 0. Wegens de onafhankelijk
heid van BseeesB sCosuae,sCy zijn alle co&fficiénten in (*) en. nul.

De dimensie van B + C is dus r + s + t, hetgeen het gestelde inhoudt.

In de volgende figuur snijden de 2 dimensionale vectorruimten B
en C elkaar volgens de 1-dimensionale ruimte BnC; zij spannen samen de

3-dimensionale ruimte B + C op.

BnC

Nog enkele voorbeelden.

1) Zij A een vectorruimte, en Byseces vectoren uit A. Dan is de ver—
zameling B bestaande uit alle vectoren?wa1 + ... F Anan met AieR
i=1,...,n een lineaire deelruimte van A. Deze heet wel de ruimte

opgespannen door a1,...,ah.

2) Laat n een natuurlijk getal zijn, en last R® de numerieke n-dimen-

siongle vectorruimte zijn. Laat .getallen aij (i=1,...,p , j=1,...,n)
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gegeven zijn, en laat B bestaan uit alle n-vectoren (x1,...,xﬁ) die

voldoen aan het stelsel vergelijkingen

.

a”x1 + a12x2 + ...+ a1hxn =0
1 * L)
» + oo =
bap1x1 +va.p_2x2 apnxn 0

. . . s n . . .
Dan 1s B een linealre deelruimte van R°. De dimensie m van B is ten.

hoogste n. Als m = n dan is R® = B.
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§2, Homomorfismen van vectorruimten, beeld en kern.

Definitie. Een afbeelding o van een lineaire ruimte L in een lineaire

ruimte M heet lineair, indien voor elke a1,aéeL, AeR geldt:

o(ra,) = A.O(a1)

1

0(a1+a2) = 0a, + Oa

1 2
Herhaéldejfdebéssingvvan déie'fbfmﬁlés“léﬁgft
G(A1a1+...+knan) =A0a, + ...+ )08 .

Een lineaire afbeelding o: L - M heet een homomorfisme en indien L = M

ook een endomorfisme.

Enige voorbeelden

1. In het platte vlak geeft de draailng over eén vaste hoek

om de oorsprong een lineaire afbeelding waarvoor bovenstaande betrekkingen

gelden.

2. De meetkundige vermenigvuldiging van alle elementen in een lineaire
ruimte L met een factor A # 0. Dit endomorfisme wordt kort door A zan-
geduid, A: L =+ L.

3. Definieer de toevoeging (x1,.m.4§m)eﬂm — (y1,;..,yn)eﬁn als volgt

3
Yo =apXy e tagx

{ (aijelR)
Yn = an1x1 ool *+ anmxn

o

Deze toevoeging induceert een lineaire afbeelding A: R" — R". We zullen

hier nog later op terugkomen.

LEMMA. Zijn de elementen a1,...,ar€L lineair afhankelijk en is ¢: L » M

‘een homomorfisme, dan zijn ook ca1;...,0ar lineair afhankelijk in M.

&
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Bewijs. Ter inleiding merken we op o(0) = o(0.a) = O.ca = 0. Zijn .° -
LEWLIS ; - :
Byseee By, lineair afhankelijk dan bestaan A1,...,Ar R met alle nul,

zodat

dus
+ ... + = + ... = =
A 08, A 08, o()\Ta1 Arar) o(0) =0
Stelling 1. Een homomorfisme 0 van een vectorruimte A naar een vector-
ruimte B is uniek bepaald door haar werking op de vectoren van een basis
van A.Vormen a,,...,5  een basis van A en zijn b.,...,b_€B, dan bestaat
1 m 1 m

precies €én homomorfisme o waarvoor oa, = b., i=1,...,m

Bewijs. Is Bse..,8, €N basis, dan bestaat bij elke acA juist &én stel
getallen AT""’Am zodat

a=Xxa4a,  + ... + A a
171 mm

Het eerst gestelde volgt dan uit het feit dat

ola) = A,0a, + ... + Aoa_ = ADb, + ... + A Db .
1 m m

1 171 mm

Zijn omgekeerd b1,b2,...,bmeB dan voldoet de afbeelding

6: a=Xi,4a, + ... + A a —>og(a) =2Db, + ...+ A Db aan de lineari-
171 mn 171 mm

teitseigenschappen en oa, = bi; 0o is dan het gewenste homomorfisme.

Definitie. Is 0: A » B een homomorfisme, dan heet oA het beeld, 0_1(0)
de kern, A de bron van o, en de dimensie van oA (voor zover die eindig

is) heet de rang van o.

Stelling 2. De kern 0_1(0) en het beeld A van een homomorfisme
o: A+ B zijn lineaire deelruimten van respectievelijk A en B. De som
van de dimensies van kern en beeld is gelijk aan de dimensie van de

bron: dim 0—1(0) + dim o(A) = dim A

dim kern + dim beeld = dim bron.
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Bewijs. Dat 6" 1(0) en OA lineaire deelruimten zijn van A resp. B is
duidelijk. Immers a,bec (0) ==> g(Aa+ub) = A(oa) + u(ob) = 0 ==

= Aa+ubeb_1(0). Voor de tweede bewering geldt een analoge redenering.

Om bovenstaande formule te bewijzen stellen we de dimensies van A
en o (O) respectievelijk m en m-r. Kies een basis a 1,...,am voor
(O), en vul deze aan tot een basis 81se00s8 Van A.

Dan is
oa, = 0 voor i1 > r.
We noemen

oa, = b. voor i < r.

De vectoren b1""’br vormen een stelsel voortbrengenden van 0A, immers

voor a€h is

Og = 0(A1a1 + ...+ Amqm) =Ab, + ... +Ab, .

Zij vormen zelfs een basis. Veronderstel n.l. dat A1,..,,AreR en

Ab,+ ...+ XDb_ =0

11 rr
Dan is A10a1 * ..o+ 208 = U(A1a1 + ...+ Arar) =
Dus A1a1 + ...+ A a ec (0) Omdat {ar+1,..,,am} een basis is
voor a (O) bestaan er- getallen A +1""’Am zodat
A1a1 + ... Arar = Ar+1ar+1 + ...+ Amam .
Qmdat BiaesesBy onafhankelijk zijn volgt dat Ay = Az = ... Ar = 0,

De dimensie van o(A) is dus gelijk asn r, waarmede het gestelde is aan-

getoond.

Opmerking. Als o een homomorfisme is van de vectorruimte A in B en
dim A > dim B,dan impliceert o is injectief dus automstisch o is sur-
L 2

jectief. De corresponderende eigenschap voor lineaire ruimten is onjuist.
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Matrixvoorstelling van een lineaire transformatie.

Z1i] Byseees8 €ON basis voor A en b1""’bn een basis voor B. Een
willekeurig homomorfisme is bepaald door mn getallen o, i=1,...,n3

j=1,...,m, n.l. door de afbeelding

1 -> po1 4+ 621b2 + ... + 0n1bn€B

a2 > o, b, + o b, + ...+ 0n2bneB

1271 2272
o 3
+ b R
& > o1m.b1 U2m.b2 * Gnm.bnEB
L

Het schema

11 712 im
921 990+t op
OnT 0n2 vt GnnL

van de getallen Oij (1<i<n, 1<J<m) noemt men de matrixvoorstelling

van 0 t.0.v. de bases Byseeesly gg_b1,...,bn. Merk op dat de matrix-

voorstelling van een homomorfisme afhankelijk is .van de keuze van

a1,...,am.en b?""’bn'

Wanneer o: A - A een endomorfisme is en a, = b1,...,an = bh.dan spreken

we van de matrixvoorstelling vad o t.o.v. de basig Bysesesl

-«

Een deelschema

015

..

24 .de

’ heet de J kolom van bovenstaande n x m
. matrix.

o .

nJ
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Een deelschems

Eck1”"’0km1

heet de KO° rij van de matrix (o..).
1J

Als x = x1a1 + ... xmam dan bepaalt. men het beeld

X = + ..+ ~ X m.b.v. ix 0., .~ SR
; y1b1 ynbn van x m.b.v. de matrix i3 i

m
formule y. = Z o..x. (i=1,...,n). Schematisch
i i2q 1473
J
O g woeees O X, Yy
* o y2
(rnarsnmanrsamunnnnnsi] ’ =
Opq worees O \x,, ¥,

Door middel van de matrix-presentatie hebben we als het ware o gereali-
seerd tot een lineaire trafovan R* in R™! (de bij de matrix Gij behorende
afbeelding: zie blz. 80)

. . . . . m
Beschouwen we nu i.p.v. A de numerieke m-dimensionale vectorruimte R

waarin de vectoren sls kolommen

X .
m

. . . n
geschreven worden en voor B de n-dimensionale ruimte R™, dan kunnen we

VOOT 8. 50058 de eenheidsvectoren

e, = . seeey € .
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nemen, en voor b1""’bm de eenheidsvectoren

. 0
e, =| - seces € T - .
0 1

. . . . m . n
Als 0 nu een linealre transformatie 1s van R 1n R~ dan wordt deze weer-

gegeven door een matrixpresentstie t.o.v. e1,...,em en e1,...,eh.

011 csesee O

m
c = ‘
o} veees O
ni nm
%
Het beeld onder o van een vector . bepaald men door de formules
X
it
x, 011 cesane G1m X, 011x1 + 012x2 S o1mxm
. . - . . -
ces e + + ...
i 0n1 Onm« *n Gn1x1 0n2x2 0nmxm
I.h.b. geldt
%11 %1m
oe, = sreey 0B = :
c o]
nil nm

m.a.w. de kolommen van de matrix zijn niets ander dan de beelden van
. . m
de eenheidsvectoren van R .
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Samenstelling en optelling van Homomorfismen, inverse homomorfisme

Z2ij.. o: L > M en p: M + N homomorfismen van lineaire ruimten. Dan
kan men de samenstelling pc van ¢ en p beschouwen het z.g. product van
o en p. Gemakkelijk gaat men na dat po: A + C weer een homomorfisme is.
Net als bij afbeeldingen tussen verzamelingen hebben we de associatieve

wet

(tp)o = 1(po) .

Als 0: A> Ben p: A~ B homomorfisme zijn dan is 0 + p: A > B gedefi-

nieerd door (o+p)(x) = ox + px weer een homomorfisme: de z.g. som der
homomorfismen o en p. Verder, als A¢R en o: L > M dan is .Ac: L >~ M ge-
definieerd door (Ao)x = A(ox), ook weer een homomorfisme. Er gelden

de distributieve wetten

p(o+1) = po + p1

en

(o+1)p = 0op + Tp.

Fen homomorfisme‘c: L+~ M dat 1-1 en surjectief is heet een isomorfisme.
In dat geval bestaat 6-1: M > L, de inverse . van o.

Ga na dat geldt o is 1-1 d.e.s.d. 0_1(0) = 0. Inderdaad, in dat geval is,
wanneer ga = ob, dan is o(a~b) = 0 ==> a-b = 0 == g = b, Het is gemak-
kelijk na te gaan dat ook 0—1 een homomorfisme is. Als o en T isomorfismen

zijn 0t L > Men t: M+ N, dan geldt (w)_1 = o170,

Stelling 3. Met de gedefinieerde optelling en scalaire vemenigvuldiging
vormen de homomorfismen van L naar M zelf weer een linesire ruimte (met

deze vermenigvuldiging vormen zij zelfs een ring).

Zij nu A, B, C weer vectorruimten ¢: A > B, p: B + C homomorfismen;

Byseeesd 3 b1,...,b 3 c1,...,cp basis voor resp. A, B, C.

n
Laat @ij)(i = 1,000,035 J = 1,...,m) de matrix zijn voor ¢ t.0.v. de a's
en b's.

Laat @ki)(k = 1,...,p3 1 = 1,...,n) de matrix zijn voor p t.0.v. de b's

en c's.
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Dan geldt voor de matrix van po t.o.v. de a's en de c's dat deze in de

n
j'de kolom en de k'de rij het getal (po). . = ) p_. 0,. bezit.
kJ 121 ki 13
Inderdaad, als x = x1a1 + ... F xmam, dan voegt 0 aan x toe de
. o m
vector y = y1b1 + ..+ ynbn\met o yi =. jZ1 oij X.. 0 1s de trans-
1 i = a8 0 + . 0 0 ]
formatie dlenaan y y1b1 + + ynbnAtoevoegt z1c1 + zpcp uit
C met Z = 121 Opi e
i + ...t *oaee
De productafbeelding voegt dus aan x1a1 xmgm toe z1c1 + chp

en we hebben

n m m
“x ~ 121 ®xi JZ1 oij xj B JZT XJ z Pxi 1J
Schemstisch
%
7
?
VI T} ? = 1))
%
4
7
7

Onafhankelijk van de theorie van de lineaire transformatie kan
men

1

(nxm) matrices definiéren als zijnde een schema van mn getallen 8 5
i

I~

<mn, 1< J<mvoorgesteld door

g1 70 g ,
A=

8, e 8

nl nm

Wanneer A een nxm matrix is A = (aij) (1<i<ny 1<j<m)enBis een
pxn matrix: B =(b;) (1 £k <p; 121 <n) dan definieert men het
product van B en A;schrijfwijze BA,als zijnde de matrix C ?‘(ckj)

(1 <k <p; 1<J<m) door

&

b

c , ki 813

1]
I e~

k .
7 1
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Schematisch

| . | = D

A B C

Nu volgt onmiddellijk: (zie blz. }9) de volgende bewering: Als

g: A>Ben p: B~ C lineaire transforﬁaties zijn en A = (aij) ig de
matrixpresentatie van p t.0.v. de bases a1,...,§m‘en b1""’bn en

B = (bij) is de matrixpresentatie van p t.o0.v. de bases b1""’bn en
c1,...,cp den is BA de matrixpresentatie van de samengestelde afbeelding

PodT.,

Stel nu A = (aij) (i=1,...,03 J = 1,...,0) een nxm matrix. Men

kan A nu ook zien als een lineaire trafo A = R™ » R©

door A(x) = y met Yy T agx t o ta X
1 (zie ook blz. T2)
= T
yn an1x1 'anmxm

Deze trafo A: R -~ R™ die bij de matrix geassocieerd is heet de bij de

matrix A behorende transformstie. Merk op dat het beeld van een vector x

(kolom vector) € R™ onder de trafo A niets anders is dan het matrix-
product van A en de matrix x.

Ook geldt: 1) het beeld van de ide eenheidsvector e; van R™ onder de
bij A behorende lineaire trensformatie A: R™ - R™ is precies de ide
kolom ven de matrix A.

2) De matrix A is precies de matrixpresentatie van zijn bijbehorende
transformatie A: R® + R” t.0.v. de basis e1,...,em en €500 58 Van

resp.'ﬁm en R™,

Men definieert de som A + B van A en B indien p = m.door A + B = C
met ¢,. =a,., +b., (1 <i<n; 1< j < m). Analoog kunnen we een

ij 1ij ij - - - Y -
scalaire vermenigvuldiging definiéren. Als A een nxm matrix is dan de-
finieert men AA door C = AA met cij = Aaij.

IS
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Men verifieert gemakkelijk dat definitie van optelling en scalaire
vermenigvuldiging compatibel zijn met de optelling en scalaire vermenig-
vuldiging ven de bijbehorende lineaire transformaties.

De optelling-en vermenigvuldiging met een scalair voldoen san de

volgende eigenschappen:

1) A+B=B+ A
(A+B)+C=A+(B+¢C)

A(A + B) = AA + AB (A+p)A = XA + pA
(x)A = A(pa)
2) (AB)C = A(BC)

A(B + C) = AB + AC"
(A + B)C = AC + BC
A(AB) = A(AB) = (AA)B

De nxn matrix I die op de diagonaal allemaal énen en voor de rest
nullen bezit, heet de eenheidsmatrix en de bijbehorende transformatie
I:R"+ R is de identieke afbeelding.

Als A een willekeurige nxn matrix is dan geldt dus AI = TA = A,
M.a.w. I treedt op als eenheidselement t.a.v. de vermenigvuldiging van
matrices.

Als A een nxn matrix is en er bestaat A zodat AA* = A"A = T dan
is A" eenduidig bepaald en A heet in dit geval regulier. I.p.v. Iy

schrijven we A_1. Gemakkelijk gaan we na dat geldt:

A is regulier <= de bi] A behorende transformatie A:,[R'n > g™

is eenduidig (en dus een isomorfisme).

Rang van een matrix

Zij A een nxm matrix. De kolomvectoren spannen een r-dimensionale

deelruimte op van R". r heet de rang van de matrix A.

Nu volgt: de rang van een matrix A is gelijk aan de rang van de bij A

beho§endevtransformatie Bn.
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De volgende eigenschappen gelden:

1) De transformatie A: R™ -+ R™ is eeneenduidig <= rang A

i
B

2) De transformatie A: R™ + R® is surjectief <= rang A =

1
o}

Uit het bovenstaande volgt dus:

Een nxn matrix A is regulier d.e.s.d. wanneer rang A = n.

Zonder bewijs vermelden we nog

Stelling 4. De dimensie van de kolommenruimte van een matrix is gelijk

aan de dimensie van de rijenruimte van de matrix.

Lineaire vergelijkingen

o
Het stelsel a,. X, + ... +a, . x =0
1171 Tm™m
85 q%, + ... + aémxm =0
(1) <.
a X, + ... +a x =0
ni 1 nm

met bekenden a;; en onbekenden X, (1 <i<mn, 1<j<m heet een stelsel

van n homogene lineaire vergelijkingen met m onbekenden. Men vraagt de

oplossingen. Dit vraagstuk kan ook als volgt geformuleerd worden. Men
vraagt de kern van de bij de matrix A = (aij) behorende transformatie
A: R™ > R",

Het stelsel kunnen we dus samenvatten in de vergelijking
A(x) =0 enook Ax=0

(Ax = 0 betekent dan dat het matrixproduct van de matrix A en de matrix x

gelijk is aan nul).

Als rang A = r dan is dimker A = m - r; dus:

. . . . m
De oplossingen van (1) vormen een m-r dimensionale deelruimte van RT.

Is r = m dan is er precies &&n oplossing n.l. Xy =X, = ... =x = 0.
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Het stelsel

P
BpqXy tApXy toees A, S by
(2) 3 .
+a.h-.o‘oo.o’-+ ’ =
P an1x1 anmxm bn

kan nu samengevat worden tot Ax = b (A(x) = b) wanneer we afspreken dat

b

b= .
b
n.

(2) heet een stelsel van n niet-homogene lineaire vergelijkingen in

m-onbekenden. (1) heet het daarbij behorende homogene stelsel. Men onder-

scheidt twee gevallen

b

I De vector b = (};) ligt in A(Bm). Er is dus een oplossing. De rangen
b

van de volgende D matrices zijn gelijk, omdat de stelsels kolommen

dezelfde ruimte ven dimensie r opspannen

- , ~ N
Bqq e a1m a,11 oo a1m,b1
A= : ' en '
a1 ""anm a1 " anm’bm

Men ncemt de laatste matrix ook wel de aangevulde matrix.

Is y een oplossing van (2) dus A(y) =-b; x een oplossing van (1)
dus A(x) = 0 dan is y + x een oplossing van (2), immers
A(y+x) = A(y) + A(x) = b + 0 = b. Anders gezegd is y een oplossing

van (2) den vormen alle oplossingen van (2) de verzameling y + A_1(O).

Dat dit inderdaad alle oplossingen zijn volgt gemakkelijk. Immers zij
ook y' een oplossing vaen (2), dus A(y') = b, dan volgt

Aly-y'") = Aly) - A(y') =b-Db=04dus y -y'eA-1(O) dus y' =y + (y'-y)
waerbi]j y'—yeA—1(0).
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IT De kolommen van de aangevulde matrix spannen een ruimte op, die de
ruimte opgespannen door de kolommen van matrix A echt omvat, d.w.z.

bevat en er niet gelijk aan is. De rangen van deze matrix zijn dan

verschillend. Het stelsel vergelijkingen heet dan strijdig.

Samengevat

Stelling 5. De vergelijkingen van (2) hebben geen oplossing (strijdig
stelsel) indien de rang r van de matrix A ongelijk is aan de rang van
de aangevulde matrix. Zijn deze rangen wel gelijk dan zijn de oplossingen
in een eeneenduidig verband te brengen met de cplossingen van het bij-
behorende homogene stelsel (1) die een m-r dimensionale deelruimte van

m
R™ vormen.

Stelling 6. Is het aantal vergelijkingen gelijk aan het aantal onbekenden
en is ook de rang van de matrix A hieraan gelijk, n = m = r, dan heeft

(2) precies één oplossing.
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§3. Determinant van een endomorfisme

Multilineaire functie

Definitie: Een functie ¢(x ,...,xr) van r variabelen die vectoren in

1
A zijn,

$: A x ,,, x A+R

met waarden in R, heet multilineair (r-lineair) indien r > 1 en indien

elk van de functies
X, > ¢(x1,...,xr) x, = constant voor j # i

(homogeen) lineair is. X,,... €n X, heten ock wel de argumenten van de

1
functie. De functie heet antisymmetrisch indien steeds

¢(x1,. -.,Xr) = "¢(y1a'~' syr)

geldt indien de rij vectoren Yqseoe ¥y uit de rij x ©oX, kan ontstaan

T
door verwisseling van twee der vectoren.

Een voorbeeld van een multilineaire antisymmetrische functie ver-
krijgt men als volgt. Kies drie vectoren a, b en ¢ met beginpunt O in
de gewone driedimensionale ruimte B3. Noem de inhoud van het parallelo-
pipedum dat a, b en ¢ tot ribben heeft I(a,b,c). I = 0 indien a, b en c
afhankelijk zijn. Stel ¢(a,b,c) = I(a,b,c) indien de draaiing van a
naar b over de kleinste hoek vanuit het uiteinde van ¢ gezien overeen-
stemt met de draaiing van de wijzers van de klok. Stel ¢(a,b,c) = -I(a,b,c)
wanneer dit niet het geval is. Men gaat gemakkelijk na dat ¢ multilineair

en antisymmetrisch is!

Stelling 1. Zij ¢(X1""’Xr) een multilineaire functie met argumenten
(dat zijn de xi's) in de vectorruimte A. Dan zijn de volgende voorwaarden
equivalent:

1) ¢ is antisymmetrisch.

2) ¢(x1,...,xr) = 0 indien twee der argumenten gelijk zijn.

e lineair afhankelijk

3) ¢(X1""’Xr) = 0 indien de vectoren Xqse

zijn.
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Bewijs

‘Uit 1) zowel als uit 3) volgt 2) als specisal geval. Geldt 2) dan
is wegens de lineariteit, indien we uitsluitend het p'de en q'de argu-
ment noteren, en de andere argumenten constant houden: ¢(a,b) = -¢(b,a).
Daarmee staat dus reeds vast dat 1) en 2) gelijkwaardig zijn we tonen
tenslotte nog aan dat 3) uit'2) volgt. Stel ¢ heeft de eigenschap 2)
BN X seue X, zijn lineair afhankelijk. Dan bestaat Az,...,kreR zodat

na eventuele vernummering

x, = A2x2 + ... Arxr AieR.

Dan is

¢(x1,x2,...,xr) = ¢(A2x2 + ..+ Arxr,xz,...,xr) =

A2¢(x2,x2,...,xr) + ... Aré(;r,xg,..,,xf) = 0,

In het volgende hebben we nog het begrip permutatie nodig. Een
eeneenduidige afbeelding van een eindige verzameling op zichzelf heet
een permutatie. Een permutatie "toepassen" betekent elk element op de
plaats van zijn beeld zetten. Permutaties kunnen worden samengesteld
(samenstellen van afbeeldingen: zie vroeger). Elke permutatie van n
elementen Bigeeesly kan worden samengesteld door achtereenvolgens een
sental verwisselingen telkens van twee elementen uit te voeren, die b.v.
sucéesgsievelijk 81385500058 o OD de uiteindelijke gewenste plaats

brengen.

Stelling 2. Is o een permutatie van een eindige verzameling en zijn Ty
en T}, 1 =1,...,m3 J = 1,...,m', verwisselingen van telkens twee ele-
menten zodat

=T .1 e T, =1, 01!
m m' - 1

m-1 1 mt-1 T

den zijn m en m' beide even of beide oneven, of gelijkwaardig daarmee

is (=1)% = (=)™,

&
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Door deze stelling is de volgende definitie mogelijk:
Een permutatie heet even resp. oneven indien hij door samenstelling uit
een even resp. oneven aantal vérwisselingen van telkens twee elementen
kan ontstaan. Dan is het getal sign 0 = (-1)" = (_1)m' gelijk 1 of -1.
sign betekent de signatuur ven de permutatie.

Bewijs van de stelling. We nummeren de elementen van de eindige ver-

zameling, en stellen ze tevens voor door de natuurlijke getallen
152454.0,0. O 2ij een permutatie en 0_1(i) = ji of wel G(ji) = i, Toe~
passing van o geeft dus op de plaats van i het getal ji; op de plaatsen

van 1,2,...,a de getallen j1,j2,...,j . We geven deze permutatie 0 aan

n
door de rij die ontstaat indien men de permutatie toepast op de rij

(1,2,..0,m) nl. 0" (1),071(2),...,07 (n) = (312dp0neesdy)e

We noemen een paar getallen jp,jq met p < q een onordelijk paar of in-
versie van de permutatie 0 van 1,...,n, dan en slechts dan wanneer

jp > jq. Het aantal inversies zi] N(j1,...5jn). Bij een verwisseling
van twee naast elkaar staande indices in de rij j1""’jn neemt
N(j1,...,jn) met één toe of af. Een verwisseling van twee willekeurige
indices bijv. de pde of de qde, kan worden teweeggebracht door een on-
even aantal n.l. 2(q-p)-1 dergelijke buurtverwisselingen. Bij een ver-
wisseling van twee indices in de rij (j1""’jn) keert de functiewaarde

N(J1seensdn)

van (-1) dus van teken om. Is m een aantal verwisselingen

die sa@engestgld de permutatie ¢ = (j1""’jn) leveren, dan is dus
(—1)N(J1”"’Jn) = (-1)", Het linkerlid hiervan is bij een gegeven

permutatie o van 1,2,...,n onathankelijk van het aantal m. Daaruit volgt
de stelling (-1)® = (=1)%

mering (= naamgeving der elementen). Daaruit volgt dat het getal
) = (_1)N(J1.,-o-,Jm) = (_1)m

. Het rechterlid is onafhankelijk van de num-
sign o = sign(j1,...,jn geheel bepaald is

door o3 sign o is dus een functie van o,

Stelling 3. Is A een n-dimensionale vectorruimte, dan bestaat precies
één n-lineaire antisymmetrische functie ¢(x1,...,xn) met argumenten
xieA die op de n-gerangschikte vectoren 8,558 Van een gegeven basis

van Aade gegeven waarde AeR aanneemt.
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We bewijzen eerst dat ¢ eenduidig bepaald is bi] gegevan Bysecesd
en A. n
Stel x1,...,xneA en x, é k§1 Gki 8y .
Dan is wegens de multilineariteit van ¢:

¢(x1,...,xn) = ¢(z 031 aj1,... z c.n -ajn) =

paves O dla. ,e..,a. ) .

Lo, .0, 0
dp - dq. dn

Jit da
De sommatie is over j1”"’jn die elk van 1 tot n lopen. ¢(aj1,...,ajn) =0
wanneer twee der argumenten gelijk zijn dus wanneer twee der indices gelijk
zijn. Is dit niet zo dan ontstaat j1,...,jn door een permutatie uit 1,...,n
die samengesteld is uit een m-tal verwisselingen van twee elementen. Dan
is

¢(aj1""sajn) = Sign(j1""sjn)'¢(a1s-°':an)v=

sign(j1,...,jn).A .

Dus volgt dat de functiewaarde van ¢(x1,...,xn) volledig bepaald is door

de formule

(%) ¢(x1,...,xn) = ) Z 51gn(J1,...,Jn) cj 1.OJ. peere cj .
1 2 n
waarbi] jT""’jn alle permutaties toegepast op 1,...,n doorloopt.

Om nu omgekeerd de existentie te bewijzen moeten we aantonen dat
bovenstaande formule ook inderdaad altijd een multilineaire antisymme-
trische functie voorstelt. De multilineariteit is duidelijk. Om te be-
wijzen dat (*) entisymmetrisch. is stellen we twee der argumenten gelijk
van ¢(x1,...,xn), b.ov. x_ = gq. Dan is ook %p = Okq VOOF k=1,...,n.

A) O, L 0. 5 ees 0, sign(J,seeesd ).

311 322 jp 1 n

Voor elke k # 1 zodat 1 < k,1 < n bevat deze som voor een keuze van

[ Mo}

Nu is ¢(x1,...,xn)

ji (i # p,q) precies twee termen van de vorm

- Oj 1905 0 tre Oy e Opg " 95 n 51gn(31,...,k,...,1,...,Jn)
1 2 n
oj 190 o e Opp **+ Oq **° cjnn. s1gn(g1,...,1,...,k,...,gn)
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die omdat ¢ =0 en o, = o, elkaars tegengestelde zijn. De totale
kp kq 1p 1q
som bestast dus uit termen die twee bi] twee elkaars tegengestelde zijn.

Dus ¢(X1""’xn) = 0, Hiermede is de stelling bewezen.

Voor het geval n = 2 uitgeschreven

$(xysx5) = (044 055 = 05y 015) 2

Als ¢ % O dan geldt dus blijkbaar ¢(x1,...,xn) =0 <<= (x1,...,xn) zijn

lineair afhankelijk. Immers merk op dat ¢ identiek nul wordt zodra ¢ = O

voor een basis 8y sees8) Van A. Verder merken we op dat de co&fficiént

van ¢(a1,...,an) niet van ¢ afhangt. Zijn ¢ en ¥ dus twee n-lineaire
antisymmetrische functies niet identiek nul, dan is voor twee bases

(y1,...,yn) en (z1,...,zn) steeds

w(y1,...,yn) w(zq,...,zn)
Oy ysenesyy) S0z seensz )

(1)

m.a.w,: de verhouding van twee n-lineaire antisymmetrische functies op
een n-dimensionale vectorruimte is een constante.

Zij nu ¢ een niet triviale antisymmetrische functie en ¢ een endo-
morfisme o: A - A. De functie ¢(cyi,...;cyn) is ook lineair in de argu-
menten y1,...,yn en neemt de waarde nul aan als twee der argumenten
gelijk zijn. Het is dus ook een antisymmetrische n-lineaire functie in

Yqseees¥, en slechts identiek nul indien de rang van ¢ < n is. Het getal

90y 50y ¥p)
é(y1,---,yn)

(2)

is nu afhankelijk van de basis Yqseres¥y zowel voor geval rang © < n als
rang ¢ = n. Volgens (1) verandert de waarde van (2) ook niet als ¢ door
een andere lineaire functie Y wvervangen wordt.

(2) heet de determinant van het endomorfisme o, det o of ook wel |o].

Blijkbaar kunnen we det o in formule schrijven als we de matrix
(oij)ﬁvan 0 L.0.v. een basis 31,...,yn van A bepalen door cyj = xj =

) 95 Yi- ‘ . .
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Dan volgt uit het bewijs van de vorige stelling

lnn. s1gn(11,...,1h)

det ¢ = z cj11.ci pr e Os

Stelling 4. Zijn 0 en t endomorfismen A ~ A dan is det(or) = det o. det T,
det identiek = 1 det(cf1) = (det c)-1.

Bewijs. Is de rang van 0 of T kleiner dan n dan is ook de rang van 0T
kleiner dan n en det o1 = det 0, det T = 0. Anders is bij een basis

y1,...,yneA een niet triviale n-lineaire antisymmetrische functie ¢,

volgens het voorgaande:
0 # ¢(01y1,...,0Tyn) = det cr.¢(y1,...,yn)’= (anderzijds) =
det 0.¢(Ty1,...,Tyn) = det 0. det 7. ¢(y1,...,yn)

waaruit het eerst gestelde volgt. De andere beweringen zijn nu triviaal.

Determinant van een matrix.

zZij A = (a..), i,j°= 1,...3n, een nxn matrix

1]
a11 oo a1n
A= *
8 vee B
n1 nn |

Dan stelt deze matrix een lineaire transformstie A voor A:/Bn - R%,

(zie blz. 80). Onder de determinant van de matrix A verstaat men nu

per definitie det A. Notatie Byq eee By

a ese 8
nt nn
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Blijkbaar det A =) ai11.ai22 cas ainn' 51gn(11,12,...,1n) .

Gevolg. De determinant van een nxn matrix A is de functiewaarde op de

rij kolomvectoren van A, van die n-linesire antisymmetrische functie

op R" welke aan de rij kolommen van de eenheidsmatrix de waarde 1 toe-

voegt.

Blijkbaar geldt nu voor de getransponeerde matrix, d.i. de matrix

AT die uit A ontstaat door verwisseling van de rijen en kolommen (dus

(AT)ij = g,

510 i,j=1,...,n), dat « -

T . . .
det A =) a1j1.a2j2.... anin 51gn(31,...,3n)

]
=~
o

.a. 2""'ainn' 51gn(11,...,1n) = det A

(Ga dit na).
det A = det AT is ook een multilineaire antisymmetrische functie van
zijn kolomvectoren = rijen van A.

Nu hebben we dus de volgende zeer algemene stelling.

Stelling 5. De determinant van een matrix is nul dan en slechts dan,
wanneer de kolommen (of rijen) lineair afhankelijk zijn. Verwisselt men
in een matrix twee kolommen (rijen) dan keert de determinant van teken
om. Telt men bij een kolom (rij) van een matrix een veelvoud van een
andere kolom (rij) op dan verandert de determinant niet van waarde. De
determinant van een nxn matrix is een antisymmetrische lineaire functie

van de rijen (idem van de kolommen).

Stelling 6. Als A en B nxn matrices zijn, dan geldt

det AB = det A. det B .

Bewijs. Dit volgt direct uit Stelling L.
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Stelling T. 2ij J een der getallen 1,...,n. Is elk element van de jde
kolom van een vierkante matrix

84 ++- B
A= .
8 4 ce- 8

als som van twee termen geschreven: 85 = bij + e (i=1,...,n) dan is

det A = det B + det C. Hierin is B de matrix die uit A ontstaat door de
.de

J  kolom
4 1
. te vervangen door s
®n] Pnj

terwijl C analoog is gedefinieerd.

Een analoge redenering geldt voor de rijen van de matrix A.

De ontwikkeling van een determinant nasr een kolom.

Laat men uit de matrix

. .- .4 . .
de 1de‘r13 en de J © kolom weg, dan ontstaat er weer een vierkante matrix

die we met Aij aanduiden. De determinant wvan Aij heet de onderdeterminant

i+ - .
van aij' Het getal (-1) det Ai' mij wordt de minor van aij genoemd..

dJ
Stelling 8. Is J een der getallen 1,...,n dan is

det A=ga,.n

.+ . 0+...
13 M3 7 i M2 *

a . m .
nj " nj
(ontwikkeling van de determinent van een matrix naar de elementen van

een iolom). De overeenkomstige stelling geldt voor ontwikkeling naar
een rij.
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Bewijs. 1. Zij B een nxn matrix met bin_= 0 voor j = 1,...,n-1. Dan zijn

in de som, waarin det B volgens de formule op blz. 91 geschreven kan

worden, alleen die termen mogelijk ongelijk nul, die de gedaante
sign(i1,...,i ) b. b. met in =n-

n’ 1,1 """ Tin-:
1 n

hebben, waarbi] i1""’in—1 een permutatie is van 1,...,n-1. Daar

sign(i1,...,in_1,n) = sign(i1,...5in_1), stellen we nu vast, dat
det B=b det B
nn nn

waarbij det B__ de onderdeterminant is ven b_ .
nn nn

2. We keren nu terug tot onze matrix A. Volgens de vorige stelling is

det A = det P, + ... * det P

: !
waarbi) de matrix Pi ontstaat door in de jde kolom van A (voor de ene

bepaalde j van de stelling) alle elemehten a . met k # i door O te

kJ
vervangen.

Door in ileder der Pifs de i-de rij n-i plaatsen naar beneden te schuiven

en de jde kolom n-j plaatsen naar rechts komen we tot

O O O

det P, = (e =)+(0=3) gop | A,

Passen we nu 1 toe dan zien we dat

det P. = (-1)*" a.. det A.. = a.. m..
i iJ ij ij i

waaruit het gestelde volgt.
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Toepassing. Berekening van een determinant:

1.2 8 4 -7 =1k 0 -20
0 2 1 3 - 0 2 1 3 (de eerste rij ver-
3 6 0 6 3 6 0 6 vangen door er 8x:-
L 1 0 2 L 1 0 2 tweede van af te
trekken)
-7 =14 20 |
= (ontwikkeling naar derdé kolom) =| 3 6 6 =
L 1 2
=T =1k =10 -7 =14 10 -7 0 =10
=23 6 3|[=23|1 2 1]l=6|1 0 1
L1 Lo L1 1

(2x de .eerste kolom van de tweede kolom afgetrokken)

= (ontw. naar tweede kolom) = 6.7 =T =10 2 —up |T 10]2 =42,-3 = 126.
1 1 1 1
Opgave: Bewijs dat

1 1 . 1

xi X %

2 2 2 - , - -

X, X5 .ox = (x,-x,) (x3 &2) (x3 x1) (x), x3)

: : : (g=x5) o (xx,)

_n=1 n-1 xn-1
X X, 0

Dezeé determinant staat bekend als de determinant van Van der Monde.
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Toepassing op de theorie van de lineaire vergelijkingen, regel van Cramer.

I. Beschouw het homogene stelsel vergelijkingen

X, +t ... + = e
811 % %1 % = O #11 ®1n
: en stel A = *
+ ... + = e
an1 X1 ann xn 0 &1 ann

We hebben vroeger gezien dat dit stelsel een oplossing # O bezit
d.e.s.d. rang A < n.
Omdat rang A < n <==> de kolomvectoren zijn lineair afhankelijk volgt
det A = 0 <= rang A < n (stelling 5).

Dus: het stelsel heeft dan en slechts dan een oplossing # 0 indien
det A = 0.

II. Gegeven het niet homogene stelsel lineaire vergelijkingen

a11 x1 + .. a1n xn = b1 a11 N a1n
. en stel A =] °
g X, * ... *+ a X =D a sss &
nl 1 nn n n nl nn
en - det A # 0. In dat geval bestaat er een &énduidige oplossing

(zie vorige paragraaf).

Nu volgt als deze oplossing x

(x1,...,x ) is:

n

2, X + ... (a11 x; - b1) + ..o ta, xS 0
a . . x, +...(a _ . %x.-b )+ ...+a_x =0
nl . 1 71 n nn n

De kolommen van de volgende matrix zijn dus lineair afhankelijk

2
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a11 o a1i xi - b1~... a1n
a, vese 8 ..X. - b ... 8
nt ni "1 n nn

Dan is de determinant van deze matrix nul.
Indien we de determinant van de matrix, die uit A ontstaat door de
ide kolom te vervangen door de kolom der getallen bj’ j'= Ty4ee,n, VOO~

stellen door Di en det A =D stellen, dan volgt

i
(@]
i
[}
Ul (w)
fde

D.x. - D.
i 1

Deze vroeger veel gebruikte formule voor de oplossing is de regel van

Cramer.

Determinant als inhoud

Inhoud ven parallelopipedum en simplex

Onder een maat, soms genaamd oppervlaekte of inhoud op een puntverzameling
V verstaat men een functie I(G) die aan elke (G) van een collectie deel-
verzamelingen van V een niet negatief getal I(G) toevoegt, en met de

eigenschap

G, nG. =0 dan is I(G1 u G, =I(G,) + I(G.) .

2 1 2

Het zou ons veel te ver voeren om maattheorie, of een onderdeel
van deze theorie, de integraalrekening, te bespreken. We geven alleen
formules voor de inhoud van parallelopipedum en simplex. De lezer be-
schouwe eerst zelf het geval n = 2, n = 3,

Onder een parallelopipedum (par.) in R" verstast men de verzameling

n
vectoren x van R~ met

Pr x=u+ ) Ab, 0 <A <13 u,b,eR”
i=‘ 1 11 1 1

(i.h.b. n =2 of 3, n =2, P is een parallelogram).
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Onder de inhoud van het par. verstaat menh per definitie de absolute
waarde van de determinant ven de matrix die als kolommen bT,...,bnfheeft.
(vectoren in BnAals kolommen geschreven).

Ga na dat voor n = 2,3 de gewone definitie van inhoud hiermee samen-
valt.

Als ¢ nu een lineaire transformastie is van R° naar Bn:en'P is een
parallelopipedum met inhoud I(P), dan is de inhoud van het par. oP precies
I(oP) =|detc}.I(P). Hieruit zien we dus dat de determinant van o in feite

meet hoe de inhoud van een blok ondef invloed van ¢ verandert.

, | ——
= =

P oP

Een simplex (driehoek , viervlak voor n = 2 resp. 3) bestaat uit

een verzameling puntén

n
o X n
S: x=u+ .Z AsD. 0 <A, <1, ) Ay <15 u,bieRT
1=1 :
De inhoud van S is
%T ]det(b1,...,bn)| (dus ﬁj-x de inhoud van bovenstaande par.)

Hierbij weer b1""’bn als kolommen geschreven.
Men kan gemakkelijk inzien dat elke par. bestaat uit n! disjuncte sim-
plices, elk met gelijke inhoud.

Kontroleer zelf dat voor n = 2,3 aan bovenstaande formule voldaan is.
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Berekening ven de inverse van een metrix

Zij A een nxn matrix. Op blz. 95 hebben we reeds laten zien dat A dan

en slechts dan regulier is (d.w.z. A bestaat) indien rang A < n. M.a.w.

A is regulier d.e.s.d. det'A;#tO. We zullen hieronder een methode geven
om A”" werkelijk uit te rekenen.

We merken eerst op dat als AB = I dan A,B regulier zijn en elkaars
1 = det A. det B d.w.z. det A # 03 det B # O.
(A™'A)B = 1B = B. Evenzo (aB)B™' = 5" =

inverse. Inderdaad, det AB
Verder geldt A”'(AB) = A”"
= A(BB™") = A,

Stelling 9. Stel

al1 1 ° .vl a1n b11 9 0 0 b1n )
‘A= | B= | :
an1 L I a'nnv bn1 I BN BN ) bnn

en dat b.., = m,./(det A), waarin m.. de minor van a.. in A is. Dan is
13- Ji Ji : Ji
AB = 1T,

Bewijs. Vroeger bewezen we

det A

8., m., + ... + a. m. .
11 i1 in “in

Ook geldt O=a, m., +...+a. m i# %k (Ga dit na).

Hetgeen gelezen kan worden als

o = det A.I

Gevolg. De matrix B = (bij) met bij = mji/det‘A is de inverse van A,

Dit geeft ons een methode om A'-1 = B werkelijk te berekenen.
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Stelling 10. Als A en B regulier zijn dan is ook AB regulier en

1 -1 =1

Bewijs. (AB)(B_1A_1) = A(BB'1)A' = (AI)A™ = AA = I.

Coordinatentransformaties.

Laat A een vectorruimte zijn waarvan b1""’bn een basis is. Aan
elke x kunnen we de codrdinaten toekennen t.o.v. b1""’bn n.l. de

getallen x aee X eenduidig bepaald door x = x.b, + ... + ann'

1 171
Gaan we uit van een tweede basis c1,...,ch dan behoren bij dezelfde
vector x andere getallen, die we door xﬁ,...,x; zullen voorstellen.

We kunnen de c¢'s in de b's uitdrukken

. _\N
P

i
w
B
®
ot
wm

l

S heet de matrix van deze codrdinatentransformatie (d.i. deze overgang

* *
Van Xj,...,X  OD x1,...,xn).
Het is gemakkelijk in te zien dat S regulier is; immers het is de
matrix van de eeneenduidige lineaire trafo die de bi's in de ci’s over-—

voert.

Stelling 11. Laat o een lineaire transformatie zijn van A in zichzelf.
Als A de matrix is van ¢ t.o.v. de basis-b1,...,bn en A" de matrix van ©
t.0.v. de basis CqseersCos dan geldt als S de matrix is van de codrdi-

natentransformatie:
.

* _ -1
A" =87 'AS .

Bewijs. Ga dit. zelf na.
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Schematisch is de situatie als volgt: -

identieke identieke

afbeelding o afbeelding
ey N e O\ ma——————

-———-—)-————-—h—)'c-—————-——}
matrix S matrix A matrix S

Samenstelling geeft A* = 5™ AS.
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§h, Eigenwaarden en eigenvectoren van een lineaire transformatie,

7Zij o een lineaire afbeelding ven een lineaire ruimte A in zichzelf.

Een getal A heet eigenwasarde van o, indien er een element achA, a # 0

bestaat, zodat o(a) = Aa.

In het geval dat A uit functies bestaat, dan heet a een eigenfunctie

van o. Is A een vectorruimte, dan heet a een eigenvector van de trans-

formatie o; een eigenvector behorende bij de eigenwaarde A.

Voorbeeld. Beschouw de ruimte A van alle continu differentieerbare
functies op Rh'naar de complexe getallen. Beschouw de volgende lineaire

afbeelding H (lineaire operator H) gedefinieerd door

2

32y @
-

2
S+ 22) + V() (¥ = (x,y,2,))

HY = ( 5
9x dy 3z

Ipotentiéle energie.

Stel we zoeken naar oplossingen van de volgende differentiaalvergelijking

(Schrddingergolfvergelijking)

Bij de z.g. stationaire toestanden zoeken we oplossingen van deze ver-
gelijking in de vorm ¥ = ¥ exp(-iEt/h), waarin ¥ onafhankelijk is van

t. E is energie.

Dus i E,EE Y=ih.-1i/AE . v , exp(-iEt/h)
en HY = Hy exp(-iEt/h) .

De vergelijking gaat nu over in
(1) HY = Ey .

M.a.w. het probleem van de stationaire toestanden is gereduceerd tot het
-zoeken van de eigenwaarden van de lineaire trafo H!. De eigenwaarden

vormen het z.g. spectrum van de operator H. De functies ¥ heten eigen-

functies.
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Hieronder zullen we nu uitsluitend eigenwaarden en eigenvectoren .

beschouwen bij lineaire transformaties van vectorruimten (= lineaire

ruimten met eindige dimensie).

Zij o een lineaire transformetie van een vectorruimte A in zichzelf.

0: A+ A. We willen hieronder een methode schetsen om de eigenwaarden

van ¢ te bepalen.

Zij XeR. De eis dat er een x # O bestaat zodat ox = Ax is eguivalent

met de eis’ dat voor zekere x # 0 (o-Ae)x = 0 (e is de identieke afbeelding
van A op A). Nu geldt (o-Ae)x = O voor zekere x # 0 <= ker(o-Ae) # O
<=2 rang(o-\e) < n == det(o-Ae) = 0.

Al met al

A is eigenwaarde van ¢ <> det(o-ie) = 0

Het rechterlid heet de eigenwaarde v.g2.l. van o.

Om inzicht te krijgen in de rechtse vergelijking beschouwen we een
basgis 8qsecss8  Van A en bepalen we de matrix presentatie van o t.o.v. -

deze basis

Q
©.
it

15 098 T g8 een v 048

ga,. =0, 8, +* ... N
n - n™1 nnn

De matrix presentatie van o-le is nu

9117 99 %913 %
: Opp=h -, :
nn gnn—A

De vergelijkiné det(o-Ae) is nu niets anders dan de vergelijking
det((@ij)—kl) =0 .

Het'iinkerlid is een polynoom in de graad n van A dat onafhankelijk is van

de matrixpresentatie van o.
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: . . . n .
Is A een nxn matrix dan stelt A een lineaire trafo voor van R in

R".

det (A-AI)=0 heet de eigenwaarde vergélijking van A en ook wel karakteristieke

vergelijking van A. Het linkerlid is een nde graads polynoom in A, de

karakteristieke veelterm van A.

Als S een reguliere nxn matrix is dan geldt

det(S—1AS-AI) = det(S_1AS—S_1AIS) = det(s'1(A-xI)s) =

1 1

= det S~ . det(A-AI)det S = det 8~ '. det S. det(A-AI) = det(A-AI) .

De karakteristieke vergelijking van A verandert dus niet als we A door
-1
S

S—1AS de matrix is van dezelfde transformatie A alleen t.o.v. een andere

AS (S regulier) vervangen. Dit laatste is eigenlijk duidelijk omdat

basis beschreven.

Zij A, se..sA  eigenwaarden van A dan vindt men de bijbehorende eigen~
1 n

vectoren door oplossing van de vergelijking (A-AI)(x) = 0 voor

A = )\1,‘.',An.

Stelling 1. Laat b1""’bn een basis zijn en laat b1""’bn tevens

elgenvectoren zijn van een lineaire transformatie o. Dan is de matrix

die 0 t.0.v. deze bagis beschrijft de diagonale matrix

2 nullen buiten de hoofd-

diagonaal

Ga dit na.

Gevolg. In dit geval bestaat er een reguliere matrix S zodat S—1AS de

diagonaglvorm heeft!

We merken op, dat niet elke matrix n-lineaire onafhankelijke eigen-

10 >2
01
En bij A = 1 behoren slechts de eigenvectoren (g). Oock moeten we rekening

vectoren heeft. Voorbeeld ( ). Karakteristieke vergelijking (A-1)° = 0.

houden met het feit dat niet elke algebralische vergelijking re8le wortels

heeft #
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Dit bezwaar is te ondervangen door op complexe getallen over te
gaan. Tot nu toe hebben we alles met reéle getallen gedaan maar de gehele
lineaire algebra, voor zover we die tot nu toe hebben ontwikkeld, blijft
onverminderd van kracht als we ook complexe getallen toelaten. Dit zullen
we nu in het vervolg ven de paragraaf doen. We kunnen dan de z.g. hoofd-
stelling van de algebra toepassen die zegt dat elke veelterm van de

graad n in lineaire factoren is te ontbinden.

Stelling 2. Bij elke (nxn) matrix A kan men een complexe reguliere (nxn)

matrix S vinden, zodat S—1AS een driehoeksmatrix is, dit is een matrix

in de vorm

11 P12+ Pop
Doy ver Dy
0 (d.w.z. bij =0 als i > j)
0
0 ...b
nn

In de diagonaal staan dan de eigenwaarden van A, want de karakteristieke

vergelijking is (A—b11) cen (A—bnn) = 0.

Bewijs. —-

Ondanks dat voor niet elke lineaire transformatie er een basis van
eigenvectoren bestaat kunnen we de volgende stelling als een voldoende

voorwaarde hiertoce rekenen.

Stelling 3. Een collectie eigenvectoren die behoren bij verschillende
eigenwaarden ven een lineaire trafo ¢ zijn lineair onafhankelijk. Zijn
i.h.b. de eigenwearden van o allen verschillend, dan is er een basis

van eigenvectoren van o.

Bewijs. Stel XyseeesX # 0 en zij

0X, = A.X met Ai # Aj voor i,j = 1,...,n.



105

Om te bewijzen dat X,,...,Xx lineair onafhankelijk zijn, laat
1 n

o, Xx, + ... +ax =20
171 nn
We moeten aantonen o, = 0., T +.. = 0 =
1 2 n
Pas o toe op (1) dan vérkrijgen we ~
o A X, + ... o Ax =20
1711 nnn

en successievelijk door toepassing van k'

Dus voor k = 1,...,n hebben we

' B R S Cen
A1u1x1 ) Agazxg +
4 .
n-1 n-1
A1 ,a1x1 + 12 u2x2 + ...
..
In matrix notatie:
1 1 ees 1 a1x1
11 A2 N An a2x2
n-1 n-1 n-1
A1 Kz 0ee An anxn

o.€R
i

(1)

keer de transformatie o:

=0
+ Ao X =0
nnn
+ An—1u x =0
n n

Stel B de matrix uit het linkse deel wvan het linkerlid. Dan

det B = Opohy ) (3725) (g4y) oo = i>j

I (Ai—kj) # 0 omdat de eigenwaarden

van o allen verschillend zijn. Dus B~! bestaat. Hieruit volgt formeel

0,X 0 0 ofwel . X, = ... = o X =0,
171 -1 11 nn
: =B . = . Omdat X 5e00,X) # 0 volgt inderdaad
0, = ... =0 =0,

1

Q
SN
o
o

n

n
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In het algemeen kan men formules opstellen voor het asantal lineair
onafhankelijke eigenvectoren van een transformatie ¢. We zullen hier

niet nader op ingaan.

Een zeer interessante stelling is de stelling van Cayley .en Hamilton

die het volgende zegt:

Stelling 4. Zij A een nxn matrix en bnhn + bn_1An—1 + ... + bo = 0 de
karakteristieke vergelijking van A. Dan geldt
ba"+b A4 +bA+bI=oO.
n n-1 1 0

Toepassingen

Laat f(A) een matrixpolynoom zijn van (willekeurige) graad m.

Dus f(A) = amAm + am?1Am-1 S u1A + uoI; A is een nxn matrix.

We zullen hieronder een methode aangeven om f(A) snel te berekenen.
Laat f(A) het corresponderende polynoom zijn in A en d(A) de karak-
teristieke polynoom van A.

Een stelling uit de algebra zegt dat
£(2) = a(x) a(r) + r(x)

waarin r(}) de restterm heet. r()) heeft graad < n-1. Als q(A) en r(A)

de corresponderende veeltermen zijn in A dan geldt
£(a) = a(a) q(a) + r(a).

Omdat d(A) = 0 volgens de vorige stelling, volgt
f(a) = r(a)

m.a.w. £(A) is te schrijven als n-l-graadspolynoom in A. Dus

_ n-1 n-2
f(a) = an_1Ak + an_2A + ... + a1A + aOI .

Voor het geval A n verschillende eigenwsarden bezit kunnen we

de coéfficiénten CIYEERRY- bepalen. Dit gaat als volgt:

n-1
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Laat A "’An de eigenwaarden zijn van A en X CaX de bijbehorende

10° 12

eigenvectoren.
Ms 1 <i<n dan f(A).xi>= f(Ai).xi‘en r(A).xi = r(ki)xi). Dus

r(Ai) = f(Ai) of wel

2l

_ n-1 n-2
FOg) = ey Ay ey by e g
1
= n-1 n-2 .
f(kn) =a A, ta ATt ... a,
L
Dit is een stelsel van n lineaire vergelijkingen in BpseeesB o €D de
bijbehorende matrix heeft de determinant
1 1 oo 1
A A vee A
] 2 Pl= m Oy Fo.
i >yt
n-1 n-1 n-1
A1 AE . An
Dus is het stelsel eenduidig oplosbaar en BuseresB zijn bekend.
Voorbeeld. Zij A =~[-g _g] . Te berekenen A°7°,
Oplossing: De eigenwaarden van A zijn A1== 1, A2 = -1, Laat f(A) = A593.
Dus A593 = a1A + aOI.
Nu volgt '
= 4293 _ . _
£(1):=1 = 1= a11 + ao
£(=1) = ==-1= a1(—1) * a,
Ofwel ay = 0, a, = 1. '
Substitutie geeft (3 'h)593 = (73 'h)
& 2 3 2 3
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Exponenti@le machten van matrices.

Zij A een nxn matrix. Dan defini®ren we

A A . 4% A3 s ,
-i'!—+'é'-!-+§'+... -

eA is dus de matrix die op de ij'de plaats lim (S ).. heeft staan.
m'ij
m Ak m>eo
Hierbij is 8 = ] Iy .
k=0 ~°
We gaan niet op convergentie problemen in. De functie eX voor X
een nxn matrix is een generalisatie van de functie eX die natuurlijk en
nuttig blijkt te zijn.

O.a. geldt:

eA+B = eA.eB als AB = BA !

1 2 1 72

e .e = e als tq,taeR ; A willekeurig.

t, A t, A (t.+t,)A
Uit de tweede gelijkheid volgt o.a. dat eA altijd regulier is (neem
ty = -ty = in de tweede bewering). )
We kunnen bovenstaande methode nu ook toepassen om eA snel te berekenen.

m k

Blijkbasr is elke partigle som Sm = z %T te schrijven als
k=0 7’
n-1 -graadspolynoom in A volgens het bovenstaande. Nu geldt deze eigen-
schap ook voor lim S8 = et
g T

.Dus

A n-1 n-2

= + o0l + .
e an_]A + an_2A a1A aOI

Zijn A1,...,An nu weer verschillende eigenwaarden van A dan zijn

8hseres® o Weer te berekenen uit het stelsel vergelijkingen

A1 n-1 n~1
S TlEgM el ety
P -
'An n-1
- e "‘an_1n + osee ....+a0
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-3 b
2 37

Voorbeeld. Zij A =L . Te berekenen'eA;

We moeten nu oplossen

1 0
e = (-1) + @
1 0
=1 -1 =1 -1
Dus &, = 3 (e=e '), % =7 (ete ')
A1y (3% 4 (e (1 9) = (-e+2e_1 -2e+2e'.2)
i.e. & =73 . 2 3° 72 01 e-e~!  2&-e”

Men kan zich afvragen of het zin heeft om de functie eX in te voeren.

Deze functie komt te voorschijn bij het oplossen van stelsels lineaire

differentisalvergelijkingen.

(ax (¢)

— a11(t)x1(t) + a1z(t)x2(t) + ... 4 a1n(t)xn(t) + fﬂ(t)
(%% ) < g

dxn(t)

—a = an1(t)x1(t) + ane(t)x2(t) + ...+ ann(t)xn(t) + fn(t)

Definieer ‘ :
'x1(t)' a11(t)a12(t) ce aﬂﬁ(t)
x(t) = E en Alt) =

(t) ... & _(t)

(t)anZ nn

xn(t) &

Dit stelsel kan dan geschreven worden als

dx(t)

praaie Alt)x(t) + £(¢) x(to) = C.

Bij het oplossen vaen deze matrixvergelijking kunnen we nu in principe
op dezelfde wijze te werk gaan als ware A(t), x(t) en £(t) gewone

reéle functies.



Als oplossing vinden we nu ook

Zie [

110

X(t) - eA(t—to)

C+e

At

|

0

e

-As

f(s) ds

1 voor verdere informatie.
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§5. Ruimten met inwendig product, Hilbertruimten

Definitie Fen inwendig product op een complexe lineaire ruimte L

is een complexwaardige functie ¢ op IxL met de volgende eigenschappen

1. ¢(x,y) = ¢(y,x) voor alle x, y € L

2. ¢(xex) >0 voor alle x € L

3. ¢(x,x) =0 den en slechts dan indien x = 0

\%. ¢(A1x1 + Agxg,y) = A, ¢(x1,y) + 2, ¢(x2,y) voor alle X ,x,, y € L

en A1,A2 e C.

Is een inproduct op L gegeven dan heet L een complexe lineaire ruimte

met inwendig product.

Zij nu L een reéle lineaire ruimte. Dan heet een reeel-waardige
functie op LxL een inwendig product op L indien 1, 2, 3 en 4 gelden.
Blijkbaar geldt dan:

o (x,y) = o(y,x) voor alle x, y € L, m.a.w. ¢ is

symmetrisch.

In beide gevallen schrijven we <x,y> of ook wel (x,y) i.p.v.
o (x,y). /?;:;3 noteren we wel met ||x||, de norm van X.
Merk op dat uit de eerste eis al volgt dat I]x]] steeds reéel en
groter of gelijk nul is.

Het inproduct is, behalve lineair in de eerste variabele ook

lineair in de tweede variasbele voor een redle lineasire ruimte en

antilineair in de tweede variabele voor het geval van een complexe

lineaire ruimte met inwendig product:

(x,k1y1 *A¥,) = Oy, + AYoex) = A (x5 )+ A (%701

Stelling 1. Zij L een reéle of complexe lineaire ruimte met inpro-
duct ( , ). Dan geldt

o HGo | < xl] yl
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Opmerking. Bovenstaande ongelijkheid heet de ongelijkheid van

Cauchy-Schwarz of- Cauchy-Boenjakowski .

Bewijs ven Stelling 1. Neem twee punten x,y € L. We mogen aannemen

dat (x,y) # 0. We onderzoeken nu de uitdrukking

s

x + wyl|2 = (x + tyy x + 17) = (,m): + 1%y y)

Q(t)
+.? (X;Y) +‘T(.;st) H

T een complexe variabele. Voor willekeurige t is Q(T) reéel en > 03
de laatste twee termen uit het rechterlid zijn elkaars complex gecon-

jugeerde. Stellen we

T = :gi’y; -t (t reéel) dan komt er

(x,x) + t2(y,y) + 2t| (x,3)] -

Dit is een kwadratische vorm in t met uitsluitend reéle coefficienten,

die steeds > 0 zijn. Dan is de discriminant

(x,%) . (y,5) = | (x,3)]% > o.

Daarmee is het gestelde bewezen.

Ga zelf na dat dit bewijs voor re€le inwendige producten (op reéle

lineaire ruimten) sterk vereenvoudigd ken worden.

Stelligg 2. Zij L een complexe of reéle lineaire ruimte met inwendig
product. Dan geldt

1) ]lx|] 20 Vx e Len=0&x =0

2)  lex|] = |a].||x]|] Vo € R (of €)

3)  |l=x+yll < |1x|] + |ly]|. (Ongelijkheid ven Minkowski)
Zo'n functie || || met deze 3 eigenschappen heet wel een norm op L.

Dus het inw. product ( , ) op L induceert een norm op L.
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Bewijs van stelling 2. {we bewijzen slechts 3) )

|ty ] |2 = (ory,xty) = (%) + (x,y) + (7.x) + (7,5)

< Gex) + () + 2G| < L=l |Z + [1y]12 + 2l =] |ly]]

= (=l + [ly11?, aus

a1l < Tl ]+ [yl].

Opgave: Bewijs de ongelijkheid ||x-y|| > [x|] - [ly]1
De norm || || induceert nu een metriek op de ruimte L met in-

wendig product ( , ) door de volgende definitie

o (x,y) = [[x=y]].
(Ga na dat de driehoeks-ongelijkheid een regelrecht gevolg is van de

origelijkheid van Minkowski).

Definitie. Stel L een (reéle of complexe) lineaire ruimte met inwendig

product. Dan heet L een Hilbertruimte indien de door het inproduct

geinduceerde metriek L tot een volledige metrische ruimte maakt.

Al met al geeft een inproduct dus aanleiding tot een topologie. In
deze topologie is de functie ( , ): IxL - R of € continu in beide

variabelen.

(Ga dit zelf na).:
(XsY) - (Xoayo) = (X - Xoay) + (XO’y - yo)’
dus

[Gear) = (xgovg)] < 1l = w1 1wl ]+ 1l ] Hy = w1

< lx ==l Ulygll + Hy = w11+ gl 11y = w1
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Ook de afbeeldingen LxL - €(of R) met (x,y) » x+y en BRxL » L (of
CxL » L) met (A,x) > Ax zijn continu.

Dit heeft o.a. de volgende consequenties

I. Als G een lineaire deelruimte is van L dan is de afsluiting

G van G in L weer een lineaire deelruimte van L.

II. Als x X in L en Y,y in L (gewone convergentie in de
metrische ruimte (L,p)); en (xn,yn) = 0 voor alle n, dan
geldt ook (x,y) = O.

III. Als x_ + x in L dan lim ||x_|| = ||x|| (continuiteit van
n ’ Trsen n
de norm || |[).
Voorbeelden 1
1) De ruimte €. De vorm (x,y) = ) x{?{ is een inproduct op €°;
i=1
n 1
we hebben (x,y) = (y,x) . De bijbehorende norm is ||x|| = ( ) lx;]z)a;

i=1 *

in deze norm is " volledig. Dus is €7, met het genoemde inproduct

een Hilbertruimte.

n
2) De ruimte R". De vorm (x,y) = ) x;y; is een inproduct op R™; we
i=1

. n 1
hebben (x,y) = (y,x). De bijbehorende norm is ||x|| = ( ] xig)z,
i=1

in deze norm is R volledig. Dus is an met het genocemde inproduct
een Hilbertruimte. De ongelijkheid in stelling 1 is niets anders
dan de gewone ongelijkheid van Cauchy-Schwarz zoals we die reeds
kenden. De metriek geinduceert door dit inproduct is precies de-
zelfde als de gewone metriek die we op R® reeds kenden.

Om de meetkundige betekenis van het inproduct op B3 te onderzoeken

beschouwen we vectoren in de "stereometrische ruimte", met basis
€5 €, e; bestaande uit drie vectoren die (in stereometrische zin)
twee aan twee loodrecht op elkaar staan, en de lengte 1 hebben. Het
inwendige product van de vector x = (x1,x2,x3) eny = (y1,y2,y3)
: : 2 2 2 -

+ + ° + -
A8 Xy, XY 5 x3y3 Bekend is dat x x5 + x3 ||x]l de lengte

1 2
van de vector x is. Als de hoek tussen x en y recht is dan geldt
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volgens de stelling van Pythagoras ||x—y]]2 = ||xl|2 + [|y2||.

Daar (x-y,x-y) = (x,x-y) - (y,x-y) = (x,x) - 2(x,y) + (y,y) blijkt

nu dat (x,y) = 0. Algemener is o de hoek tussen x en y dan geldt

volgens de projectiestelling ]Ix—y]|2 = [lxl!e + IlyH2 - 2|[x||.}|y|| cos o
v

. .

dus cos o = (x,y)/] |%]

Stereometrisch en Planimetrisch kennen we ook de parallologram wetb

d.w.z. er geldt:

ey 12+ eyl 12 = 2] ]| 1® + 2] ]3] %

o X~y
) >
~
, @/“ - ]é
// ~
| X ’
o

Deze eigenschap geldt nu in willekeurige ruimten met inwendig product:

Stelling 3. Zij L een lineaire (complexe of reéle) ruimte met in-
wendig product. Dan geldt

ey |12 + |lxey]1? = 2] ]] |2 + 2] ]y] 2.
Bewijs Hx-y||2 = (x-y,x=y) = (x,x) = (x,y) - (y,x) + (y,¥y)
lxty| |2 = (xty,xty) = (x,x) + (x,5) + (y,%) + (y,¥)

optelling geeft het gewenste resultaat.

Voorbeeld 3) Laat IF{f : [0,1] > C|f continu }. L is een lineaire

ruimte m.b.v. de gewone optelling van functies en gewone scalaire
vermenigvuldiging.

Definieer:

1
(f,g) = J f(x) . glx) dx
0

1 1 ——
(£,g) = (g,f) komt neer op (f,g) = j f(x) glx) dx = j g(x) . £f(x) ax
, Q- 0

&

1 1 5
= (g,f). Ock geldt (f,g) = J f(x) . £f(x) dx = J |£(x)|° ax.
0] 0

Dus ( , ) vormt een inproduct op L.
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We kunne? ook definieren

(f,g) = j p(x) f(x) glx)dx als p(x) een vaste positieve continue

0
functie is. Met deze definitie wordt L ook een ruimte met inwendig

product. Het is geen Hilbertruimte als we ons slechts tot continue-
functie'beperken, zie blz. 58. Wanneer we alle kwadratisch integreer-
bare functie's toelaten op L dan wordt met dit inproduct wel een

Hilbertruimte (zie later).

Voorbeeld L. Laat A een reéle vectorruimte zijn en 8150058 een basis

voor A, Als x = x_a +...+xnan en y = y,e

+¢'0+ ’ i 1
181 ynah_deflnleer dan

1

n
(x,y) = z X¥s ( s ) is een inproduct op A (vergelijk met voorb-
i=1
beeld).
v o2
Voorbeeld 5. Zij H= {x = (x1,...,xn,...) ] z % < o} ,
i=1

Definieer voor x,y € H, x = (x1,...,xn,..) y = (yq,...,yn,..;)

ey) = [ %y
i=1

Den is ( , ) een inwendig product op H. H is met de door ( , ) geindu-
ceerde norm een volledige metrische ruimte. Dus H is een Hilbertruimte.
Merk op dat de door || || geinduceerde metriek dezelfde is sls het
voorbeeld op blz. 33 .

I.p.v. H schrijven we meestal 12.
Definitie. Zij H een Hilbertruimte. Twee elementen x,y € H heten

onderling loodrecht of orthogonaal en we schrijven x . y, indien

‘(x,y) = 0. Als G een deelruimte is van H en x L y voor alle y ¢ G

dan zeggen we dat x loodrecht staat op G en we schrijven x L G.

Stelling H. De verzameling elementen z ¢ H met z 1L G is een gesloten
lineaire deelruimte van H. Deze verzameling geven we dikwijls aan

met GJ'; het z.g. orthocomplement van G.
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Bewijs. Als z,.1.G en z,-1 G dan is (z1,x) = (zz,x) =0 Vxea

dus (a1z1+a222,x),= 0 g, Oy € € (of R) en x € G.

dus a1z1 + 052, 1 G VoOor &y, O, € e.

Is zZ, L G wvoor n.= 1,2,... en convergeert (zn) naar 2z, dan hebben we

(zn,x) = 0 voor alle n en voor x € G dus (z,x) = 0 voor x € G ofwel

z L G vanwege de continuiteit van het inproduct.

Opmerking:. -

De term loodrecht sluit direkt aan met de meetkundige betekenis die
we hieraan kunnen toekennen in 83. Immers, als we de B3 beschouwen
dan staan meetkundig de-vectorgn x en ¥y loodrecht op elkaar dan en
slechts dan indien (x,y) =Xy F XY, f XY T 0.

I.h.a. moeten we deze meetkundige situatie uit ons hoofd laten ver-

dwijnen. Immers bij voorbeéld 3 geldt f L g dan en’slechts dan indien
1

J f(x) g(x) dx = 0. We kunnen hieraan geen meetkundige consequenties

0
verbinden.

T.8.v. loodrechtheid vermelden we nog de stelling ven Pythagoras:

Stelling 5. Als x Ly den geldat ||xwy]|2 = ||x]|% + ||¥]|?
Bewijs.

(wyﬂw0=(xﬂ)+(xg)+(y¢)+(yq)=(x&)+(yg%

Opmerking. Ock geldt dan ||x—y||2 = ||x||2 + lly]‘z (gebruik de

parallelogramwet.

Orthonormale stelsels.

In het volgende doorleoopt i een vast indexverzemeling I, mogelijk zelfs

overaftelbaar.

Definitie. Een stelsel elementen {eili € I} in een Hilbertruimte H heet

een orthonormaal stelsel als geldt
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1) ]]ei|| = 1 voor slle i e I

2) (ejse4) =0  alsif i' .

M.a.w. de vectoren e, hebben lengte 1 en zijn onderling loodrecht. Deze
voorwaarden hebben tengevolge dat ieder eindig deelstelsel van

{eili € I} lineair onafhankelijk is.

Immers, als

dan geldt voor elke index i, (1 <k < n)

k

(G1ei +oo.t @ s ei_) =0 = o (e. se. ) =a. .
1T n k

Voorbeeld. We beschouwen de numerieke n-dimensionale vectorruimte EF.
= e e H = - b *a e = +oao+ ¢

Als x (x—l’ sxn),s M (}"1: Qyn) d@ (x,y) x1y1 xnyn Met

dit inwendig product is nu het stelsel {e1,...,en} bestaamde nit de

n eenlieidsvectoren een orthonormaeal stelsel, Het is zelfs een orthonor-

male basis-

Definitie. Zij {aili € I} een stelsel elementen van een lineaire ruimte.

L. Onder het lineaire omhulsel van het'stelselA{aili € I} verstaat men

per definitie de verzameling van alle x € L met x = A1ai +...+>\nai ;
1 n
Ajpeeesh € R (of € als L een complexe lineaire ruimte is) en

i,],.oc,in'. € Ia '

Het lineaire omhulsel bestaat dus uit alle eindige lineaire com~
binaties van elementen van het stelsel.

Nu geldt de volgende stelling.

Stelling 6. Zij H een Hilbertruimte en {xk}:=1 een willekeurige gii
elementen van H., (de indexverzameling I is dus nu aftelbaar), Dan
bestaat een afbrekende of oneindige orthonormale rij {ek}:=1 zo dat

de verzameling elementen kalk=1,2;g,.} hetzelfdé lineair omhulsel heeft

k=1’000}.

als 'dé verzameling der elementen'{ek
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Dus met een voor de hand liggende notatie

L(x1,x2,...,xk,..) = L(e1,e2,...,ek,..).

Bewijs. We lopen de rij Kys¥pseeosXaee langs en schrappen daarbi]
elk element dat een lineaire combinatie is van de vorige elementen.
We schrappen dus X, als X, = 03 x2 als e = ox, voor zekere o, €nz.
Op deze wijze ontstaat een afbrekende of oneindige rij van lineair
onafhankelijke elementen. We geven deze rij weef met {xk}:___1 aan.
(Merk op dat de rij d.e.s.d afbreekt indien H een vectorruimte is =

eindige dimensie bezit).
In het bijzonder is X, + 0. We kunnen dus nemen e, = x1/]|x1l|.
Zij nu ¥, cen element van de vorm

x, = o, o € R (of ¢)

Dan is ¥, $ 0. Verder hebben we (y2,e1) = (xz,e1) - a.
Dus als we nemen o = (x2,e1) en desarna stellen e, = y2/||y2ll dan geldt

(ej5ey) =0 ey = BoXy = Byey

met zekere coefficienten B,, B, zodat B, $ 0, Uit het laatste volgt

dat e, € L(x1,x2) .

Laat nu k-1 "eenheidsvectoren" € aee 08y EekoOzen zijn zodat de e,

i = 1,...,k=1 onderling loodrecht zijn en alle tot L(xi,...,xk 1) behoren.

Voor alle Oysesesty g 1is dan
Y =% - (a,e, + ae, + .o ak_1ek_1) een vector % 0 .

Verder is
(yk,ei) = (xk,ei) - a; voor i = Ty00. k=1, Nemen we o, = (xk,ei)

(i = 15...,k=1) en stellen we e, =y, /||y, || dan is dus

k
(1) (ek,ei) = 0 voor 1 = Tya..,k=1

(2) v,

T?;;TT =e = Bk,kxk - (Bk,1e1+"'ek,k—1ek-1) met zekere

coefficienten Bk i‘waarblg Bk,k + 0.

9
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Er volgt dat er een rij (ek) bestaat zodat voor alle k voldean is aan

(1) en (2). Uit (2) volgt dat we €45 €55+, Opvolgend kunnen uitdrukken

1?72
Daarmee is de stelling bewezen.

in x,,%,,+..; daar Bk,k#O voor alle k is ook het omgekeerde waar.

Opmerkingen. Het beschreven proces heet orthonormsliseren en is af-

komstig van Gramm-Schmidt. Op grond van deze stelling mogen we bij
kwesties betreffende lineaire deelruimten voortgebracht door een rij

elementen, er van uitgean dat deze rij orthonormaal is.

Ongelijkheid van: Bessel.

We merken op dat als {pala € A} een collectie refle getallen is dan
z P, gedefinieerd is als het supremum van alle eindige deelsommen
pel

n
.z ‘pa. ’ a1,...,un € A,
1=1 1

Stelling 7. (ongelijkheid ven Bessel).

Als {eili € I} een orthonormasal stelsel elementen van een Hilbertruimte

His en x € Hy dan geldt
Hxl 122 T | (xee)]?
iel

Het getal (x,ei) heet de i° Fouriercoefficient van x (t.o0.v. dit

orthonormale stelsel).

Bewijs. Zij i1""’in € Ienzij voor 1 <k <n Ay = (xq4e. ).
Het is gemekkelijk in te zien dat

n
(x= ) A e ) L ) A e,
kL k=1 & iy

Ock geldt nu volgens de stelling van Pythagoras (zie blz. 117)

2
[

12+ 11§
+ A e.
k=1 £ 1y

2= |]x- |
X = X - A e,
k=1 £ I

&

n n n n
2 2 2 2
=l = Doage, 115+ T2 T In]%= T [(xe, )%
k=1 & Iy k=1 5 Tg=1 B x=p i
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Opmerkingen 1. Wanneer de ongelijkheid van Bessel overgaat in een ge-

lijkheid, dan spreken we van de gelijkheid van Parcevel. Hieronder

sullen we zien dat dit geval slechts optreedt indien het stelsel
{e |i € I} volledig is. '
2. Als {e |i € I} een aftelbaar orthonormaal stelsel elementen is en

{11,12,...} is een aftelling van I dan convergeert z lx e, |2 voor
k=1 “k
slle x € H en de limiet is o.a. van de aftelling van I (absolute

convergentie).

zij nu {e. 11 ¢ I} een orthonormaal stelsel elementen van Hen x € H
omdat ) |(x e, )| < = volgt dat (x,e; ) # 0 voor hoogstens aftelbaar
iel
veel i € I. Immers voor elke n = 1,2,... is de collectie {1eI| | (x, e ]>-}
eindig.
Er bestaat dus een aftelbare deelverzameling 1¥ ¢ I zodat voor i ¢ I\I*

(x,e;) = 05 dus ] [EXNIEEN *](x,ei)lz

iel iel
Laat nu i1,i2,...,in,... een aftelling zijn voor .
Voor elke . n zij s_ € H gedefinieerd door s_ = ) (xe, e,
n noo2y R
We zullen aantonen dat lim s_ in H bestaat en we noteren dan deze
limiet x met
X = .z (x,ei)ei .
1el
Omdat de ruimte H met norm ]I ll VE}}EQE% is is het voldoende te
laten zien dat
}Isn—smll < e voor n,m > n, .
2 ! 2 2 2
Nu geldt llsn—sml| =1 1 (x,e; )ei [|©= 1} I(x,ei )|© (Pythagoras) .
k=m+1 k Tk =m+ 1 k

Uit opmerking 2 volgt dat het z |(x,ei )|2 convergeert, dus het
k=1 k
rechterlid is < e voor m,m > n,.

£
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N.B. Merk op dat de waarde van x niet afhangt van de aftelling van il

en van I* zelf,

Zij nu A een n-dimensionale vectorruimte en ( , ) een (inwendig
product op A. Uit de vorige stelling volgt nu dat er een orthonomasl
stelsel vectoren (e1,...,en) (m.b.t. dit inproduct) dat tegelijk een
basis is voor A. Als x een vector is uit A, dan geldt

(%)

(x,ei)ei .

»
i
o~

i=1

Immers x is te schrijven als lineaire combinatie der e.'s :
i
x=xe+...+x e en uit (x,e.) = (x.e
1Sh (x,e,) = (x,

171
volgt het gestelde.

= ot ie.) = x.
(x.e xnen,el) X

1 171 1

Blijkbaar is nu aan de gelijkheid van Parseval voldasn want nx

toepassing van de stelling van Pythagoras geeft direct

n n
2 2 2

(%x) llxll = Z !I(xsei)eill = X ,x,e l .

i=1 i=1
Tenslotte merken we nog op dat voor x = x1e1*...+xnen het inproduct
(x,y) gegeven is door de formule

‘ n

(***) (xgy) = iZ1 (xiei)(y’ei)

Hieronder willen we nu onderzoeken of in een willekeurige Hilbert-
ruimte een geschikt orthonormaal stelsel elementen bestaat zodat formules
analoog aan (%), (#*) en (%%*) voor het oneindig dimensionale geval

bestaan.

Definitie. Een orthonormazl stelsel elementen {ei]i € I} =D van een

Hilbertruimte H heet maximaal indien D niet uit te breiden is tot een

groter (i.e. echt omvattend) orthonormaal stelsel elementen wvan H.
Anders gezegd : {eili € I} is maximeal$= als (x,éi) = 0 voor alle

idan x = Q,

Nu geldt de volgende stelling.
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Stelling 8. Zij {eili € I} een orthonormaal stelsel elementen van de
Hilbertruimte H. Dan zijn de volgende voorwaarden equivalent:
i) {eili € I} is maximaal
ii) Voor elke x € H geldt x = ) (x,ei)ei
iel
1ii) Voor elke x ¢-H geldt ||x||% = ](x,ei)l2 (gelijkheid

1el
van Parseval).

Bewijs. i=>ii. Stel x = lZI(X se;Je, . Als " = {i e I|(x,ei) $ 0}

dan I" =1 si.pse. en geldt X = z (x,e, Je. . Zijnui-e I . Als
1?72 A k=1 e

ieI dan i = is voor zeker natuurlijk getal s. Dus voor n > s geldt
(1) x - ) (x,e:.L Je. L e.

omdat x limiet is van bovenstaande sommen voor n > s volgt uit de
continuiniteit van het inproduct x-x L e, Wanneer i é ¥ den geldt
(1) zelfs voor elke n, dus ook x-x L e Uit de maximaliteit van
{e. ll e I} volgt ny x=-x = 0. . ; o f

: B * " o PRy . .
11:7 111. ZlJ T = {i ¢ I\ X, e + O};,4I =,{11,12,l3,...}. Dus

= lim ‘2 (x,ei )ei . Uit de contiﬁditeit van ‘de norm volgt nu

nreo k=1 Tk Tk
5 n 2
x| = 1im || § (xse. e, || = (Pythagoras) = lim 2 | (x, e, ) |
nse k=1 x k 9 k=1 T
2
= (x5e.)]
iZI [Gosey )

iii)=>i) Triviaal.

Definitie. Zij H een Hilbertruimte en {ei]i € I} een orthonormaal

stelsel elementen. Dan heet het stelsel {e |i € I} volledig, indien het
lineaire omhulsel der e, 's dicht ligt in H. Anders gezegd: {e ‘1 e I}

is volledig d e.s.d. 1nd1en Ye > 0 311""’1n € Ien M""’An e ¢ (of R)

zodat le - z e. || < €.
‘ k=1 % Tk
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Indien H een separabele Hilbert ruimte is d.w.z. er bestaat een
aftelbare dicht liggende deelverzameling (zie pagina 37 ) dan betekent
dat dat er aftelbaar veel elementen KisXppeeogees bestaan zodat
{x1,x2,...,...} dicht licht in H en & fortiori het lineair omhulsel
der xk's dicht ligt in H. Door orthogonalisering verkrijgen we zo-
doende een aftelbaar volledig orthonormasal stelsel in H.

Dus:

Een separabele Hilbertruimte bezit een aftelbaar volledig or-

thonormeal stelsel elementen.

Nu geldt de volgende stelling:

Stelling 9. 2ij {eili € I} een orthonormaal stelsel elementen van een

Hilbertruimte H, dan zijn de volgende voorwaarden equivalent

1) {ei!i € I} is een volledig stelsel

2) {ei]i € I} is maximaal.

Bewijs. 1)::;2). Onderstel {eill € I} is een volledig stelsel. ZiJ
x € Hen (x,ei) =0 Vie I. Als € > 0 dan bestaan Ashoseresd € @

(of R) en i1,i2,...,in € I zodat voor x = kg1 A eik geldt
|]x-xn||2 < e. Blijkbaar x L x dus l]x-xn||2 = ||x|] + ]]xhlle volgens

Pythagoras. Dus |[x|l2 <egi.e. x =0,

2) =>1). Zij x € H vast. Uit stelling 8 volgt dat x = .Z (x,ei)éi'

1el
AMls I" = {i ¢ I|(x,e;) # 0} en 17 = i,sigseese-+ dan volgt
n
n
x=lim ) (x,e. Je. . d.w.z. voor € > O :gno zodat | |x- ) (x,ei Je. ||
nso k=1 'k Tk . k=1 k 'k

< g, Omdat deze som in het lineaire omhulsel der ei’s ligt volgt
het gestelde.

Een zeer interessante aangelegenheid bij Hilbertruimten is het
z.g. projecteren van een punt op een gesloten lineaire deelruimte.
(Merk op dat elke lineaire deelruimte van een vectorruimte met inproduct

( , ) gesloten is).
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Stelling 10. Zij G een gesloten lineaire deelruimte van een Hilbert-
ruimte H en z € H\G, dan bestaat er precies gén element x ¢ G zodat

| |z=x|] = inf{||z=y|| | v € G}. Er geldt (z-x) L G; x heet de
projectie van z op G

A 7

x heet de projectie van z op G ||z=x|| heet de afstand van z tot G.

Bewijs. Stel d = inf{||z=y|| | v € G}.

Er bestaat een rij punten x € G zodat lim Ilz—xhll = d. We zullen
n-rwe

eerst aantonen dat dan {xh}:=1 een fundamentaalrij is.

De parallelogramwet geeft voor n,m € N

ZmX 2 Zm=X Z=X

[ T T s T
Z=X 2 Z=X 2
! = 2(| =+ == ofwel
X +X 2
z = 2521+ dflx == |1 = 30 z=x [+ [z, 1.

7zij n > 0 willekeurig, dan ]|z—xn|| en !lz-xmll < &+n voor m,m > Nj.

Omdat 3(x +x ) ¢ G volgt ||z-3(x +x )| 2 a.

bus |- |12 = 2l |zm |12 + 2] Jamy |17 = ¥ |z-blaggen) [

< 2(d&n)2 + 2(d.+n)2 - 4a® = 8dn + hdn2 voor n,m > Ny.
Hieruit volgt dat {x.n};=1 een fundamentealrij is in H. Omdat (H, || |])

volledig is besteat nu x = lim X . Xe¢ G omdat G gesloten.
n->e

Nu geldt inderdaad ||z=x|| = a.
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Nu nog aan te tonen z-x L G. Z2ij y € G willekeurig. Beschouw Q(t) =
2 2

= [lz-x—ryl] - |]z-xl| , T € G,

Blijkbaar Q(r) > O voor alle T, want x-1y € G voor alle T.

) = 112 [Iy]1% - tlzxyy) - t(y,z-x).
Stel (z=x,y) $ 0 . Zij t = %‘%}l{%t t reéel.

Dan volgt Q(t) = tellyllz - 2t| (z=x,y)| > 0 voor alle t. Contradictie.

Pénduidigheid. Stel X0%, € G ]Iz-x1]] = d,]]z—x2|| =4,
Blijkbaar volgens het bovenstaande z=x, L G z-x2 L Gy volgens
Pythagoras: {]z-x1l] = Ilz-x II + le - 2]] » omdat I’z-x II

= Ilz— 2']2 d volgt !Ix ~X, l{ i.e. X, = X5

Stelling 11. Zij {ei]i € I} een orthonormesal stelsel elementen van een
Hilbertruimte H en L het lineaire omhulsel der ei's.
Als x € H en x' is de projectie van x op de afsluiting I van L dan
geldt |
' =
x izl (x,ei)ei

Bewijsschets. Er geldt weer (continuiteit van inproduct)

x-X L G, als x = z (x,ei)ei. Omdat blijkbaar x € G en dus ook
iel

x'=x € G volgt uit de Stelling van Pythagoras.

[ 1% = 2] 12+ [0 5] |2,
Omdat ||x-x'|| < ||x=x|| (||x=x'|| is kortste afstand) geldt x' = x .

Voorbeeld., Beschouw de Hilbertruimte uit Voorbeeld 3. Het stelsel

{e 2ﬂ1nxl n=1,2,...} (x € [0,1] is een volledig orthonormasl stelsel.

Als f een complexwaardige integreerbare functie is op [0,1] dan geldt

f(x) = ) anezﬂlnx met a  de n'e Fouriercoefficient van f(x):
n=1
1
a = j £(x) e-2n1nx .
n
¢ 0

Dit is de toepassing van deze theorie op de Fourierreeksen (zie

Computer wiskunde deel II).
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§6 Het inproduct bij vectorruimten; t.oepassingen.

Eerst beschouwen we ¢n, de numerieke n~dimensionale complexe getallen-
ruimte. Als gewoonlijk geven we de elementen aan door kolommen getallen
uit €.

.
o 1
Het gewone inproduct van twee vectoren X = . en
¥1 Xn
y = . wordt gedefinieerd door
In
= xy Tt e F XY
(x,y) 7 T XYy *Vn

M.a.w. (x,y) is het matrixproduct x?§:

Hierbi] is xT de getransponeerde matrix (x1,...,xn) en y is de toe-
¥
A

gevoegd complexe matrix

i -

n
7ij nu V een willekeurige n—dimensionale complexe vectorruimte
en & .....a een basis. Als x = x.a +...+x a eny =y.a *...¥y a
12°°'*"n 1™ nn v =948 Yn%n
dan kunnen we (x,y) definieren door

= + s 6 8 + ]
(x,7) A *1n
( , ) wordt dan een inprodu;t en a1,...,an een orthonormale basis.
Omgekeerd, als ( , ) een inproduct is op V dan bestaat er m.b.t.
( , ) een orthonormale basis a1,...,an;en (x,y) wordt met behulp van boven-

staande formules berekent.

Dus een inproduct in een complexe vectorruimte is volledig analoog

. . n
aan het gewone inproduct in € .

In de numerieke n-dimensionale reéle getallenruimte definieren
we het gewone inproduct analoog met bovenstaande formule., Omdat steeds
geldt ;} ol FERRER ;; =y, volgt (x,y) = x¢y.

_Een inproduct in een re&le vectorruimte is op dezelfde manier

bepaald als in een complexe vectorruimte.
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Definitie. 2ij V een complexe (redle) vectorruimte en ( , ) een in=-

product. Een lineaire transformatie o: V > V heet unitair (orthogo~

naal) indien voor alle x,y € V

(2) (oxy0y) = (x,y)

(3) I.h.b. volgt |lox-oy|| = | |x~y]|]

m.a.w. een unitaire (orthogonale) transformatie laat afstanden in-
variant. Merk op dat overigens de formules (2) en (3) equivalent zijn.

Ook geldt de volgende stelling:

Stelling 1. Als V een complexe vectorruimte is met inproduct dan geldt

als 81se.e58 cen orthonormale basis is ; o: V + V. een lineaire afbeelding

o is unitairq?::b O815eees0a, is een orthonormale basis voor V.
Het analogon geldt voor een reéle vectorruimte.
.. 2 2
Voorbeelden. 1) Definieer S: R -+ R door

Sx = vy met Y, = %, cos¢p - X, sing

X, sin¢ + x

Vs X 5 cosp

S i1s een orthogonale trafo van B2 in . R2 (rotatie om hoek ¢).

2) Laat V een vectorruimte zijn met inproduct 8yaceesa een orthonor-
male basis en laat ¢: V > V gedefinieerd zijn door ¢ai =,i‘aT(i)
1=1,...,n waarbij v een permutatie is van {1,...,n} (dus verwisse-
ling van basis elementen). Dan is ¢ orthogonaal.

I.h.b. is een spiegeling in de B3 t.0.v. een vlak door de .oorsprong

een orthogonale afbeelding.

Definitie. Een complexe nxn - matrix S heet unitair indien de bij 8
behorende transformatie S; ¢ > ¢” unitair is, relatief het gewone

inproduct in ¢”.
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Een unitaire matrix die slechts reéle coéfficienten bezit heet

orthogonaal. Duidelijk is dat S orthogonaal &= S opgevat als S: R® » R®

is orthogonaal.
Voorbeeld 1. De eenheidsmatrix is orthonaal.

Voorbeeld 2. Beschouw in de'B3 een transformatie die de samenstelling
is van een rotatie en een spiegeling. Dan wordt deze

lineaire afbeelding beschreven met een orthogonale matrix.

Stelling 2. Zij V een complexe vectorruimte; ( , ) een inproduct en

Q,9s0098_ €€n b, y...,b oOrthonormale bases . Als o: V - V lineair is,
1 n 1 **n

dan geldt

o is unitair&=yde matrix ven o t.o.v. BysesesBy
en b1’°"’bn is unitair.
Bewijs. Zij S de matrix van ¢ t.o.v. B 300058 €N b1""’bh' Als
= ot = +o00¥ i = X, y.+ +..04
x = x,8, xa eny y1a1 Va8 dan is (x,y) XJrx¥, XV,
en (ox,0y) is ook gemakkelijk te bepalen want de i~ coordinaat t.o.v.
b1,...,bﬂ van ox en oy vinden we door vermenigvuldiging van de 1® rij

van S met de kolomvectoren

puy

respectievelijk

o eenbd
oo et

=

n

Dus (ox,oy) = (8x,Sy) waarbij de x en y rechts bovenstaande kolom-

vectoren voorstellen. Het gestelde wvolgt nu.

Een analoog resultaat verkrijgen we bij een re€le vectorruimte.

Gevolg: Zij S de transformatie matrix behorende bij een codrdinaten

transformatie van basis 890008 OP b

orthonormaal &= S is unitair. Als x

1,...,bn. Dan geldt b1""’bn

NTERYE N de oude codrdinaten

veas8 €0 X'yxX!ye..,x' de nieuwe t.0.V. D ge.44D
] Qn 1!2’ ’n "’n

zijn van x t.o.v. & 1

1
dan geldt als b,,...,b orthonormaal (x,y) = K Fetx Yy =

' '+ . L . | .
x1y1 ‘. : +Xnyp
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Als A een complexe n x n matrix is dan heet de matrix B gedefini-

eerd door bij = aji de hermitisch_ getransponeerde matrix van A.
Notatie AH.
We voeren dit begrip in omdat voor een willekeurige complexe

n x n matrix A geldt

(Ax,y) (x,AH&) .

Bewijs. (Ax,y) (Ax):; = xTAT;
(x,AH&) = %' AH& = x?A?F.

N.B. Als A reéle coéfficienten bezit, dan geldt voor het re&le of

complexe) inproduct
T
(Ax,y) = (x,A7y).

Stelling 3. Zij S een complexe n x n matrix; dan geldt

S is unitaire= ss¥ = s = 1 (auw.z. 577 = st

En i.h.b. voor een reéle n x n- matrix.

S is orthogonaal{:)ssT = s's = I (d.w.z. s~1 = ST)

Bewijs. S unitair impliceert (Sx,Sy) = (x,y) voor alle x,y ¢ @".
Dus (x,SHSy) = (x,y) en ook (x,éHSy-y) = 0 voor alle x en y. Nemen
we y vast en x = SHSy-y dan volgt SHSy—y =0, 1.e,, SHSy = y voor
alle y. Dus SHS"= I.

Evenzo SSH = I,

Is omgekeerd s = I dan volgt (Sx,Sy) = (x,SHSy) = (x,y) diw.z. S

is orthogonaal.

Gevolg. Als S een reéle of complexe unitasire matrix is dan geldt

SSH = I, dus

1) Het inwendig product van twee verschillende kolommen van S = nul
2) Het ihwendig product van een kolom van S met zichzelf is 1.

Verder geldt det S =+ 1,
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Voorbeelden. 1. Zij S een 2 X 2 = matrix die orthogonaal is.

Dus
s s s -3
s=( ! 2. s™! is blijkbaar +[ 22 12,
521 S22 Y *11
Omdat 8_1 = ST volgt dat S een der volgende vormen heeft
- b of & =P\ jet a%+b° = 1. Dus als a = sing, b = cos¢
b a +b a
dan
cos¢ =-sing ~-CcOs¢ sing
8= +sin¢ cos¢ of 5= sing cosé ’

In het eerste geval zijn de eigenwaarden toegevoegd complex i.e. S
stelt een rotatie voor over een hoek ¢ om de oorsprong.
In het tweede geval (det S = =1) zijn de eigenwaarden + 1i.e. 8

is een spiégeling t.o.v. de lijn X, sing + X, cos¢ = X,e

2. Als ¢ een orthogonale transformetie is in de &Y (n=1,2,...) den
hebben alle eigenwaarden van ¢ absolute waarde 1 (modulus!). Immers,
als A een eigenwaarde is van ¢ met eigenvector x, dan geldt

(x,x) = (0%,0%) = (Ax,Ax) = AN(%,x) =~|A|2 (x,%x), dus ]Aiz =1,

ice. |A] = 1.

3. Als o een orthogonale transformatie is van R® en n is oneven, dan
heeft ¢ een eigenwaarde + of -1, Immers, de karakteristieke wv.g.l. van
o heeft een oneven graad en uit de algebra is bekend dat zo'n verge=
lijking altijd een re€le oplossing bezit.

Ock geldt det 0 = +1=> :aeigenwaarde +1; det o = —1:#:1eigenwaarde =1,

L4, Zij o een orthogonale transformatie van 83. Kies volgens 3 een

eigenwaarde +1 al naar gelang det o = +1 zeg met eigenvector b. Vul

3

b aan met vectoren b, en b, ult R~ tot een orthonormale basis

3 1 2
b,b1,b2 voor R~,

De matrix van ¢ t.o.v, b,b1,b2 heeft nu de 'volgende vorm
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+1 312 s13
T = 0 322 s23 .
0 s32 533

Opdat T kennelijk orthogonaal is volgt (zie het gevolg hierboven)

S840 = 843 = 0. Ock is de (2x2) matrix
Sp2 %23
orthogonaal met determinant 1 en heeft dus
s s
32 33
cos¢ =sing
de vorm sing cosé
Dus
+1 0 +#1 0 0\ . /1 o 0
T=1 0 cos¢ =sing |™| o 1 o 0 cos¢ -sing
‘0  sing cosé 0 0 1 0 sin¢ cos¢d
L 3 L 'Y
A B

B is de matrix ven de rotatieafbeelding in B3 om de as langs de eigen-
vector b over de hoek ¢ en A is de matrix van 8f de identiteit (als

det o=1) 6f van de spiegeling der vectoren van R3 t.o.v. het vlak op=-

gespannen door b, en b2. We hebben dus bewezen: Als o: R3 > B3 is

1
orthogonaal dan det o=1 impliceert dat ¢ simpelweg een rotatie is om
3

een &én dimensionale deelruimte van R~ en det o=-1 impliceert dat o
is samengesteld uit zo'n rotatie om een as en een spiegeling t.o.v.
een vlek loodrecht op die as.

Physisch betekent deze stelling nu het volgende: De beweging in een tijds-

interval van een star lichaam in de ruimte geschiedt altijd volgens

een translatiebeweging en een rotatie om een as.

Definitie. Een complexe n X n-matrix A heet hermitisch indien A = AH.
Een complexe n x n-matrix heet symmetrisch indien A = AT. I.h.b, is
een re€le symmetrische matrix hermitisch. v

&
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Dus A is hermitisch (Ax,y) = (x,Ay) voor alle x,y € € ..

Hieronder onderzoeken we een paar eigenschappen van re€le symmetrische
matrices. Het zal blijken dat deze belangrijk zijn bij het bestuderen

van kwadratische oppervlakken in de Analytische meetkunde,

Stelling L. 1) De eigenwaarden van een re€le symmetrische matrix A
zijn redel. 2) Twee eigenvectoren behorende bij verschillende eigen-

waarden staan loodrecht op elkaar.

Bewijs. 1) Beschouw A als lineaire transformatie in ¢". Omdat A redel
is geldt A = AH; dus als x eigenvector is van A met bijbehorende
eigenvector A, dan geldt: (Ax,x) = (Ax,x) = (x,Ax) = (x,A%) = A(X,x).
Dus A = A d.w.z. A is redel.

2) Als x en y eigenvectoren zijn van A bij verschillende eigen-
waarden A en p dan volgt: A(x,y) = (Ax,y) = (x,Ay) = (x,uy) = pix,y) =
u(x,y). Omdat A # u volgt (x,y) = 0.

Gevolg. Als A re€el en symmetrisch is en we beschouwen A als transformatie
A: R* > R® den zijn er n reéle eigenwaarden en n bijbehorende eigen-

vectoren, die hiermee corresponderen.

Voor symmetrische matrices geldt verder nog de volgende belangrijke

stelling:

Stelling 5. Als A een reéle symmetrische n x n-matrix 1is, dan bestaat
er een reé€le orthogonale n X n-matrix S zodat S_1AS de diagonaslvorm

heeft.

Bewijs. Volledige inductie naar n.
We merken allereerst op dat als S-1AS =D dan is

eese S A

s00e S 11 1n 1 .

n
zodat

g
th cooeold
0l
D eoseld
-
.

: soo0e B .A
nl nn nl nn n

* /
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S_ .
ni

eigenwaarden zijn.

We kunnen dus ons probleem oplossen door eigenvectoren als basisvectoren
te kiezen.

Voor 1 x 1 matrices is dit nu triviaal. Zij nu A een n x n matrix .

Kies daarvan een eigenvector b1 met eigenwaarde_k1 (merk op dat A1

reéel en b1 redel). We mogen asnnemen datlb1|= 1. Vul nu aen tot

. n o s
een orthonormale basis b ..,bn voor R, We passen coordinaten=-

13"
transformatie toe naar deze niéuwe basis.‘De matrix wordt dan S_1AS
met een orthogonale S. De nieuwe colrdinaten vanlb1|zijn (1,0440.,50)
zodat

1 1

1
s [ol= 1 AS =ab. =Ab =Ars[0| .

0
0

0
We concluderen nu
1 1

(5™ 'as) 0 = A |0 zodat S~ AS de volgende vorm
; 5
heeft Pip ceee P1n
s~ 'as : § .
pn2 I;nn\
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1AS = STAS, dus S-1AS is,symmetrisch, dus

Daar S orthogonaal is, is s
Py, = ++» =Py, =0, ende (n~1) x (n=1) matrix rechts onderaan is
symmetrisch. ,

Blijkens de inductie aanname is er nu een orthogonale matrix tij die

deze in de diagonasalvorm transformeert

. T
?22 cana t2n Ppos oo Py op tee t2n A2 0
t R i °
n2 nn Ppo see Py ap ttr tnn 0 kn
Nu is ook
1000..0 V¥ A, 0 0..0 1 0 ....0 A,
. A

0 oy vreren by D Dppeee Ppg \[ O Bop ee by 2
O g v Yy O P2 Prn/ O o ot A

De derde matrix in het linkerlid is weer een orthogonale; stel die door
§, voor. We zien nu dat (SS1)T A(SST) diagonaal is; aangezien ook SS1
diagonaal is, is hiermee de inductiestap voltooid.

Opmerking. In de praktijk zal men niet de bovengeschetste methode
volgen. Uit het eindresultaat blijkt n.l. als A een k-voudige wortel
van de karakteristieke vergelijking is, dan is er een orthonormaal
stel eigenvectoren met eigenwaarden A. Deze voldoen aan de v.g.l.
(A=AI)x = 0 . In de oplossingsruimte daarvan heeft men een orthonorw
male basis te kiezen. Doen we dit voor iedere eigenwaarde van A1 dan
vinden we zodoende gemekkelijk een orthonormale basis van eigen=
vectoren van A. De matrix S verkrijgt men door de eigenvectoren als

kolommen achter elkaar te zetten.

Toepassing : Kwadratische vormen.

Definitie. Een kwadratische vorm is een homogene veelterm van de graad

2 in een aantal veranderlijken XyyeeosX o
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De matrix van de kwadratische vorm in Xyseoe X is de n x n matrix

(a..) met
1J A 5
a.. = coéfficient van de x.
ii i
2a, . = coéfficient van x.x. (als x.x.) .
1) : 13 14
o - 5 1 0 =i
Voorbeeld X, = 2x.x, + bx_x_ = Ux5 heeft de matrix| 0 0 2.
1 173 2 3 3 -1 2

Stelling 6. Is (aij) = A de matrix van een kwadratische vorm, dan is
de vorm ‘

n n .

) ) & .x.X%. = x Ax = (x,Ax) = (Ax,x).

. L T1ITS '

i=1  J=1

Verder is de matrix A symmetrisch !!

In een vectorruimte V zij nu een basis b1""’bn gegeven., Zij verder
A een symmetrische n x n matrix en p een redel getal. We bekijken

nu de verzameling C van alle vectoren x € V met x = X1b1+"'+xhbn
zodat voor de kolomvector x = [ @ geldt:

;h

ijxixj =D ..., (1)

n n
(x,4x) = p ofwel ) ) a
i=1 =1
Wanneer we dit in de stereometrische ruimte doen vormen de uitein-
den van de genoemde vectoren een z.g. kwadratisch oppervlak met middel-

punt 0. I.h.a nemen we voor b1"'"’bn een orthonormale basis m.a.w.

we beschrijven zo'n kwadratisch oppervlak d.m.v. een rechthoekig

assenkruis.

Als Sqse+.5s €en lineair onafhankelijk stel eigenvectoren is ven de
matrix A en A1,A2,...,An de bijbehorende eigenwaarden dan kunnen we

de vergelijking (1) ook schrijven als

% 2
i§11i(x,si? f P veee (2)
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x
Hierbij is (x,si) het inproduct van de kolomvector x = :1
*n
en de eigenvgctor s, van de matrix A.
Immers x = .E (x,si)si dus
1=1
n n
(Ax,x) = (.2 (x,si)Asi,x) = .z Ai(x,si)(si,x) =
1=1 1=1
n
_ 2
= .z ki(x,si) .
l=

Stel voor i = 1,2444.,0 8, =

s en beschouw de overgang van

van codrdinaten X,,...sX t.0.V. b_,...,b  oOp codrdinaten x!,...,x"
1? *n 137" *n 1? *n
t.0.v. de nieuwe orthonormale basis CysesesCy door

x, =s,.x!' +... s, x!
o 1 1171 n'n
x =5 .x' +... 8 x'
n ni'n nn n

n
De vergelijking (2) gaat nu over in ) Ai(x.')2

= p. Deze heet d.z.g.
1i=1

kanonieke vorm van (1). en hieraan kan men dikwijls de aard van het
kwadratisch oppervlak bepalen.
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APPENDIX Vectorrekening en enkele toepagsingen.

3

We beschouwen hieronder vectoren uit R”; een vector a e R3 schrijven

we als a = (a1,a2,a3); e, = (1,0,0) e, = (0,1,0) ey = (0,0,1).

Definitie., Onder het uitwendig product van twee vectoren g = (31,a2,a3)

en b = (b1,b2,b3) schrijfwijze a X b verstaan we de vector

1 2 3
axbs=s 1 B 8g . (Dan is het eventueel handig
b'] b2 b3

pijlen op de eenheidsvectoren te schrijven).

Eigenschappen 1): e, e = e, 3 e xe, = €33 €5 X e, = e

(axb,b) = 0 (Ga na),dus axb L a en axb L b.

2) Kennelijk geldt (axb,a)

3) Oriéntatiekwestie van a x b:
We definiéren voor een orthonormaalstelsel a,b,c in R3 de oriéntatie

positief indien

a, 2, a
D= b1 b2 b > 0 en negatief indien D < O .
¢y ¢y Cg

Blijkbaar heeft e1,e2,e3 positieve oriéntatie. Meetkundig betekent
dat a,b,c positief georiénteerd is dat de richting van c door

toepassing van de kurketrekkerregel op a en b bepaald is.

Wanneer ¢ = axb dan geldt &y &, a3 -
b1 b2 b3
c, ¢ c

_ 2 2 2 1 2

= c1 + c, + c3 >0 .

Dus _(a,b,axb) is positief georiénteerd.
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"4) 7ij O de oppervlakte van de driehoek ingesloten door de vectoren

a en b, Dan geldt

20 = |a|.|b|. sin(a,b) = |a|.|b| Vi - cos?(a,b) =

VialPlol® - 1a%]o]? cos®s =

\\/7 2 2 2,2 2 2
(a1+a2+a3)(b1+b2+b3);— (a1b1+aéb2+a3b3

)2 =

5 5 7
\Jka1b2—a2b1) + (a1b3—a3b1) + (aébB—aébe) = laxb]

5) Verdere Rekenregels:
a) axb = =(bxa)
b) a x (b+ec) = axb + axc
c) (b+c) x a = bxa + cxa

a) (aa) x b = Alaxb) = a x (Ab).

6) Verband ven uitwendig product en inwendig product: ziJ a,b,C € 1R3.
Definieer | &, &, a3
(a,b,e) = | D, D, 3
ey ey Cg

Dan geldt (axb,c) = (a,bxe) = (a,b,c) = 6 x Opp vierviak (a,b,c).

7) a x (bxe) = (a,c)b = (a,b)e.

Al deze rekenregels zijn gemekkelijk door uitschrijven te verifiéren.

Bewijs ven T): Stel w = bxc en s = axw

. b, by by b, b, b,
b 9 9
C C3 C3 C.] C1 C2
6. a b. b b. b
%3] 1 % 3% _
5y % Wy Vg %2le, e a3 cq c, b (ayc,*azes)-c (a b *asb,)

= b1(a1c1+a202+a303),- c1(a1b1+a2b2+a3b3) = b1(a,c) - c1(a,b).
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Evenzo S

5 b2(a,c) - ce(a,b)

b3(a,c) -~ c_(a,b).

3 3

Hieruit volgt het gestelde.

Toepassingen: in- de: Mechanica.

1) In de Mechanica komt het uitwendig product te voorschijn bij het be=-
studeren van rotatiebewegingen van systemen van massapunten (b.v.
lichamen). Als we een systeem bestuderen bestaande uit de massapunten
Wyseeo,m met radiele posities Tiseessl snelheden ViseeesVos dan

verstaat men onder het impulsmoment van het systeem de vector

J = z mi(rixvi) .
i

De verandering per seconde van deze vector J i.e. de vectorlimiet
I _ g5, SlbHat)-I(t)

dt At~0 At

wordt dan in verband gebracht met de uitwendige

koppels die op de massapunten werken:

d v.) =
at i

d d :
a 771wl 7y X vy) 4 ] om(ry

) (r. x F.) (volgens Newton).
1 ul

Hierin is F . de (uitwendige) kracht die op het massapunt m, werkt en
r, X Fui is het moment van die kracht t.o.v. de positievector T, .
We zullen nu J berekenen voor het geval het systeem massapunten

een stijf lichaam is. In dat geval is er over een tijdsinterval

t, t+At sprake van een rotatie van het lichaam om een vaste as (zie
ook blz.. 132). '

We nemen nu een positief gedriénteerd rechthoekig cobrdinatensysteem
in BB waarvan de oorsprong ligt op deze draaias. We noteren met w de
vector die als richting de asrichting heeft van het systeem en als
lengte de hoeksnelheid, Als r, en v, de posities en snelheden zijn van
de massapunten m, (t.0.v. dit codrdinatensysteem) dan volgt blijkbaar

wiskundig
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Dus, als 85 de component is van rs langs w en d_i de component van r,

loodrecht op wi

gl ¢ o)) = [mglagreg) x (o (agvsy)

5]

g mi(di+si) X (dei) = g mi(di X (dei) + s, X (dei))

g mi[(di,di)w - (di,w)di + (si,di)w - (Si’w)di]

2
g mi]dil W - % m.i(si,w)di .

In de meeste gevallen valt de richting van J samen met die van w,

dus

7= mlaelPw .

(1)

(1) heet wel het traagheidsmoment van het systeem om dezé as; deze 1is

- in veel gevallen onafhankelijk.van de tijd.
]di|2 = het kwadraat van de afstend van het massapunt m, tot de draaias.
2) De schijnbare kracht op een stoffelijk punt bij een roterend

co8rdinatenstelsel met hoeksnelheidsvector w berekenen we door

mr = F = mlw x [wxr]]l = 2m(wxr)
centrifugaal=-  corioliskracht
kracht

r is hier de positievector van het stoffelijk punt t.o.v. het roterende

cobrdinatensysteen.
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